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Resumo

O presente trabalho procura apresentar um novo algoritmo para solucao de problemas de
regressao, chamado de Algoritmo de Margem Incremental. Esse algoritmo utiliza uma
unica formulacao baseada em um sistema de inequacoes, computa solucoes equivalentes
as solugoes SV Regressor, nao utiliza pacotes de programacao linear ou nao linear e
garante sempre uma solucao. Para tanto vale-se somente de uma estratégia de adaptagao
para o valor da margem, no caso da classificacdo, e do valor do raio do tubo, no caso
da regressao, e a solugao de um sistema de inequacoes. Inicialmente sao apresentados
conceitos fundamentais sobre a area de estudo, como conceitos basicos de classificacao e
regressao, o modelo perceptron e maquinas de vetores suporte. Sao apresentados também
o modelo do perceptron de margem fixa e o algoritmo de margem incremental. Ao final

sao apresentados testes comparativos e uma proposta de flexibilizagao da margem.

Palavras-chaves: Aprendizado de Maquina, Redes Neurais, Regressao.
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1 Introducao

O problema de regressao esta associado a uma forma de mapeamento, onde o conjunto de
valores desejaveis assume valores reais. De maneira geral, deseja-se encontrar uma fungao
que aproxima determinados valores de uma variavel continua. Para isso, aplica-se um
algoritmo de aprendizado sobre um conjunto de dados, buscando encontrar uma funcao
que se ajuste bem a esse conjunto. Nesse caso, no sentido de verificar o quanto essa funcao
se aproxima da distribuicao dos dados, é essencial a utilizacdo de uma funcao de perda

que deve ser minimizada.

A abordagem cléassica da estimativa de regressores, proposta por Gauss, que
pode ser encontrada em Principe, Euliano & Lefebvre (2000), considera a minimizacao da
funcao de perda quadratica que busca minimizar o quadrado das distancias dos pontos
até a posicao do regressor, chamado de método dos minimos quadrados. Laplace sugeriu
uma funcao de perda diferente, baseada na minimizacao da soma absoluta dos desvios, de-
nominada de método dos minimos moédulos, encontrada em Principe, Euliano & Lefebvre

(2000).

Vapnik (1995), introduziu uma nova fungdo de perda, denominada de p -
insensivel, bem como o conceito de tubo. Estes novos elementos permitiram a aplicacao
de vetores suportes ao problema de regressao, possibilitando, o desenvolvimento de uma

maquina de vetores suportes especifica para o problema de regressao, denominada regressao

SV.

1.1 Objetivo

O objetivo do trabalho é apresentar um novo algoritmo para resolver problemas de
regressao, chamado de IMA Regressor. Apesar de permitir a solu¢ao de problemas nao
lineares, nesse trabalho o foco é apenas a solucao de problemas de regressao linear, em
que a relacao entre duas variaveis pode ser representada por uma reta, ou em um caso
mais geral, por um hiperplano. Os resultados do IMA regressor sao comparados aos de

uma Rede Neural implementada no software NeuroSolutions, quanto aos critérios que
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serao apresentados, para um base de dados de temperatura do mar e pressao atmosférica.
Além disso, é proposta uma flexibilizacdo da margem através da eliminacao progressiva

de alguns pontos suportes do conjunto de treinamento.

1.2 Organizacao do Trabalho

Esta monografia esta organizada em cinco capitulos incluindo a introducao. O capitulo 2
traz uma fundamentagao tedrica de aprendizado de maquinas, com as principais técnicas
conhecidas e um direcionamento para o foco do trabalho. O terceiro capitulo apresenta
o algoritmo de margem incremental, seu funcionamento e aplicacao aos problemas de
regressao. No quarto capitulo sao apresentados resultados do IMA regressor, comparagao
com os resultados obtidos pela rede neural e a proposta de flexibilizacao da margem. O

ultimo capitulo traz as consideragoes finais acerca do trabalho realizado.
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2 Fundamentacao Teodrica

2.1 Aprendizado de Maquinas

As técnicas de Aprendizado de Maquinas empregam um principio de inferéncia denomi-
nado inducao, no qual obtém-se conclusoes genéricas a partir de um conjunto particular

de exemplos (LORENA & CARVALHO, 2003).

Classificacao e regressao constituem as principais técnicas de aprendizado su-

pervisionado, em que cada amostra x; do conjunto de dados possui um rétulo ;.

No aprendizado supervisionado tem-se a figura de um professor externo, o qual

apresenta o conhecimento do ambiente por conjuntos de exemplos na forma: entrada e

saida desejada (HAYKIN, 1999).

2.1.1 Classificacao

Um dos problemas mais comuns em aprendizado de maquinas ¢é a classificacao. Seja um
conjunto de dados D = {(X1,v1), (X2, y2), ..., (X, ¥n)}, onde X; é uma amostra associada

a classe y;, e |D| = n. Nesse caso y; assume valores discretos, comumente (+1) ou (—1).

O objetivo da classificacao constitui-se em construir um modelo, através do
aprendizado adquirido a partir do conjunto de dados, que seja capaz de predizer a classe

de uma nova amostra desconhecida, com um certo nivel de precisao.

Esse processo de inducao de um classificador a partir de uma amostra de dados
¢ denominado treinamento. O classificador obtido também pode ser visto como uma
fungao f, a qual recebe um dado x e fornece uma predi¢ao y. (LORENA & CARVALHO,
2003)

2.1.2 Regressao

Diferentemente da classificacao, na regressao os valores a serem preditos sao continuos.

Assim, para um conjunto de dados Z = {(X1,d;), (Xs,ds), ..., (X,,,d,)}, onde X; € RP ¢
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um vetor de varidveis reais ou atributos de dimensao D, e |Z| = n. Os valores desejdveis

d;, assumem valores reais, ou seja, d; € R.

2.1.3 Modelos Lineares

Suponha o conjunto de dados apresentado na Tabela 2.1. A partir dos pares de valores
(x;,d;) da tabela, a distribuigdo dos dados pode ser apresentada de forma gréfica, em

que os valores de x sao representados no eixo das abscissas e os valores d no eixo das

ordenadas.

X d

111,72
2 11,90
3| 1,57
4 11,83
5 | 2,13
6 | 1,66
7 12,05
8 | 2,23
9 12,89
10 | 3,04
11 | 2,72
12 | 3,18

Tabela 2.1: Exemplo de um conjunto com apenas uma variavel de entrada

Observando a Figura 2.1 pode-se depreender que exista um relacao aproxi-

madamente linear entre os dados.

Nesse sentido, um regressor linear simples procura ajustar esse conjunto de

pontos definindo a equacao de uma reta:

d~w*x+b (2.1)

onde w € o coeficiente angular da reta, normalmente chamado de vetor de pesos, que indica

a inclinacao da reta em relacao ao eixo das abscissas, e b o coeficiente linear, chamado
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« Ponto de treinamento

25

2 4 6 8 10 12

Figura 2.1: Representacao dos dados no plano cartesiano

de bias, que representa o intercepto, ou seja, o ponto em que a reta corta o eixo das

ordenadas. A Figura 2.2 mostra a reta do regressor.

De acordo com os valores de w e b, obtém-se uma reta que ira se ajustar melhor

ou pior ao conjunto de pontos.

Mais especificamente, ao se levar em conta um conjunto de medidas, o modelo

devera incluir uma parcela de erro ¢;, obtendo-se:

d=wxx+b+e =y, +¢ (2.2)

Assim, o erro individual de cada mapeamento é dado pela diferenca entre valor

estimado e o valor desejado na forma:

& =di —y; (2:3)

Dessa maneira, o erro é representado pela diferenca de valores funcionais entre
o valor desejado e o valor calculado pela reta do regressor. Para escolher a reta que melhor
se ajusta aos dados, é preciso um critério para para determinar o melhor regressor. O
critério mais comumente utilizado é o de minimizacao de uma funcao de Erro Médio

Quadrado (MSFE), calculado da seguinte forma:
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3.0

« Ponto de treinamento

—— Regressor

25

Figura 2.2: Representacao da reta do regressor ajustado aos dados de entrada

1 N
J = 2 2.4
oN Zl < (24)

onde N corresponde ao nimero de amostras.

A solucao do problema pode ser obtida iterativamente através da utilizacao do
método do gradiente estocastico. A funcao de erro J, também chamada de superficie de

erro, tem a forma quadratica, visto na Figura 2.3.

J

Figura 2.3: Superficie de erro para problemas com uma varidvel de entrada
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2.1.4 Técnicas e Solucgoes

A solucao analitica do problema, proposta por Karl Friedrich Gauss, encontrada em
Principe, Euliano & Lefebvre (2000), consiste em obter as derivadas parciais da equagao
2.4 em relagao aos parametros da equacao de regressao, w e b, e igualar a zero, como nas

equacoes 2.5 e 2.6.

oJ
oJ
i 0 (2.6)

Essa solugao determina um sistema de equacoes lineares, chamadas de Equacoes

Normais, apresentadas a seguir.

N N
i=1 i=1

N N N
indi:bZ:ci—i—wa? (2.8)
i=1 i=1 i=1

A solucao desse conjunto de equacgoes é:

! = (2.9)

b= NZZ:)J?—(Z%P

S S d
indi - N

w = ) (le)Q
L

(2.10)

Widrow & Hoff (1962) propdem a solu¢ao online do problema através do
calculo instantaneo do gradiente da funcao de erro. Através do vetor gradiente, que é
calculado através das derivadas parciais da funcao, pode-se encontrar os seus pontos de
maximo ou minimo. O vetor gradiente aponta sempre para a direcao de maximo cresci-
mento da funcao. Neste caso, como se deseja minimizar a funcao de erro, basta seguir,
entao, a direcao oposta do gradiente. Por este motivo, o processo de minimizagao dos
erros também é denominado de método do gradiente descendente, mostrado na Figura

24.
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Gradiente

|
I
w(0) ... w* Low() W

ATA((1)] - VA1)

Figura 2.4: Método do gradiente descendente

Cada ponto da superficie de erro representa um valor para w, (w(0), w(1), e
assim por diante). Seguindo na dire¢ao oposta do vetor gradiente do ponto atual, obtém-
se cada vez um valor menor da funcao a cada iteracao e um novo valor de w mais préximo
do valor ideal. O valor do gradiente é computado como na Equagao 2.11, e o valor de w

é corrigido como mostrado na Equacgao 2.12.

oJ 0J oJ
J = 2.11
v aUJ()7 awl’ ’8wD ( )
Wiyl = W — N * VJk- (212)

onde 7 ¢ a taxa de aprendizagem.

2.2 Perceptron

O algoritmo desenvolvido por Rosenblatt (1958), pode ser utilizado para a determinagao
do vetor w em um numero limitado de iteracoes. A quantidade de iteracoes esta rela-
cionada a quantidade de atualizacoes do vetor de pesos e, consequentemente, a quantidade
de erros cometidos pelo algoritmo. Neste caso, como o vetor de pesos w, normal ao hiper-
plano, é determinado com base em sucessivas correcoes, de modo a minimizar uma fungao
de perda, pode-se dizer que o hiperplano separador é construido de forma iterativa, car-

acterizando um processo de aprendizado definido como online.
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Para uma determinada amostra do conjunto de treinamento Z, ocorrerda um

erro, ou uma classificacao incorreta, se:

yi(<w,d(xz;) >) <0 (2.13)

Neste sentido, pode-se adotar como funcao de perda a quantidade de amostras
classificadas incorretamente. Esta funcao, definida como a funcao de perda 0—1, é descrita

COo1mo:

Jw) =Y 1{e(f(x:) # v} = Z Maz{0, o(=y:(< w, p(x:) >))} (2.14)

i
(zi,y:) € Z

Entretanto, sendo esta funcao constante por partes e, portanto, nao difer-
enciavel, torna-se mais apropriado a utilizacao de uma nova funcao de perda, linear por
partes, dada pela soma negativa de todos valores funcionais, também chamados de valores

de margens, das amostras classificadas incorretamente. Ou seja:

J(w) =Y Maz{0, (—yi(< w, ¢(x:) >)} (2.15)
(x;,y;) € Z, tornando possivel a utilizacdo do método do gradiente.

Portanto, caso o problema seja linearmente separavel, para se determinar uma
solugao que minimize a funcao de perda em relagao ao vetor w, é necessario avaliar o vetor
gradiente, considerando somente a ocorréncia das amostras classificadas incorretamente,
relacionadas ao conjunto Z. Este processo, aplicado individualmente a cada amostra,

resulta na seguinte regra de correcao:

Wi = wy + 1k o) * y; (2.16)
(x;,y;) € Z, sendo n a taxa de aprendizado.

Esta versao do método do gradiente que produz, ou computa, um conjunto de
valores instantaneos considerando uma unica amostra de cada vez, é também chamada
de online ou estocastica. Este processo, que iterativamente estima o verdadeiro valor do
gradiente, é similar ao método dos minimos quadrados ou LMS, Widrow & Hoff (1960),

o qual minimiza uma funcao de perda quadrada de modelos lineares.



2.3 Perceptron de Margem Fixa 18

2.3 Perceptron de Margem Fixa

Duda, Hart & Stork (2000) propdem uma versao alternativa para o algoritmo perceptron
incluindo a utilizacao de uma regra de incremento variavel para uma funcao de perda
quadrada e um valor fixo de margem -, no sentido de adaptar a sua solu¢ao ao método
de relaxacao. Considerando a introdugao do parametro v, a solucao do problema consiste

na determinacao de uma solucao viavel para o sistema de inequagoes lineares na forma:

yi(w, (xi)) > v (2.17)

Entretanto, caso se utilize uma regra de incremento fixo e nao seja possivel
limitar o valor da norma quadratica do vetor w com a adigao da restricao adicional de
normalizagao || w ||o= 1, o sistema de inequagoes, se linearmente separavel, apresentara
sempre uma solucao viavel considerando o crescimento da norma e, consequentemente, do
valor do produto interno, para qualquer valor de margem ~. Para resolver este problema
é necessario estabelecer alguma forma de regularizagao, no sentido de controlar ou de

limitar o valor da norma do vetor w.

Leite & Fonseca Neto(2007) apresentam uma nova formulagao para o modelo
perceptron no sentido de garantir que o conjunto de exemplos guarde uma distancia
minima em relacao ao hiperplano separador sem limitar diretamente o valor da norma do

vetor w.

Para tanto, é considerada a restricao de que cada amostra deva possuir um
valor de margem geométrica correspondente, superior ou igual ao valor estabelecido como
margem fixa, sendo o valor da margem geométrica definido como o valor da margem
funcional da respectiva amostra, dividido pelo valor da norma euclidiana do vetor w. Isto
equivale a realizagao do produto interno do vetor ¢(z;) pelo vetor unitério de diregao w,

w

representado por Twls"

Neste sentido, deve-se resolver o seguinte sistema de inequacoes nao lineares

para determinado valor de margem fixa, representado pelo parametro vy:

yi(<w, (i) >) = px || w |2 (2.18)

Em funcao desta modificacao, torna-se necessario reescrever a funcao de perda
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do modelo, de forma a possibilitar a obtencao de uma nova regra de corre¢ao. A nova
funcao serd equivalente a soma dos valores das respectivas margens geométricas dos ex-

emplos, que forem menor que o valor da margem fixa, descontado o valor da margem, ou

seja:
J(w) = ZZ Max{0,~; — i< ﬁU;fﬁ%) >) (2.19)
(zi,yi) € Z
J(w) = — ZZ yi(<w, o(zg) >) —mx*ypx | w [l (2.20)

(z4,9:) € M,| M |=m

Portanto, ao contrario do algoritmo basico do perceptron, considera-se também
como erro, aqueles exemplos que, embora classificados corretamente, nao estejam a uma
distancia minima, no sentido geométrico, do hiperplano separador. Kivinen, Smola &

Willianson (2004) definem este tipo de corregdo como a ocorréncia de erros de margem.

A solucao do sistema de inequacoes pode ser considerada como aquela que
minimiza a fungao de erro J. Neste sentido, tomando-se o gradiente da fungao em relagao
ao vetor w, caso ocorra um erro y;(< w, ¢(x;) >) < vy || w |2, tem-se a seguinte regra

de corregao aplicada a uma determinada amostra (z;,y;) € M:

Wi = w, — 7y * ﬁ — (1) * i) (2.21)

onde 7 se refere a taxa de aprendizagem.

2.4 Maquina de Vetores Suporte

Fundamentada na Teoria do Aprendizado Estatistico, a Maquina de Vetores Suporte,
comumente chamada de SVM (Support Vectors Machine), foi proposta por Vapnik (1992),

com o objetivo de resolver problemas de classificacao.

A idéia principal consiste na construcao de um hiperplano 6timo, dentre os
varios possiveis, de separacao entre elementos de classes distintas, através da maximizagao

da margem.
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2.4.1 Margem e Vetores Suporte

Sendo f(z) = (w - 2) + b um hiperplano, a margem é calculada pela distancia entre
hiperplano e as amostras do conjunto de treinamento que estao mais proximas a ele,
sendo esses vetores chamados de wvetores suportes. A margem determina quao bem duas
classes podem ser separadas Smola et al. (1999). A maxima margem é obtida através do

hiperplano 6timo.

2.4.2 Classificacao de Dados Linearmente Separaveis

Supondo que o conjunto é linearmente separavel, o hiperplano 6timo, que separa as classes

com maxima margem, pode ser obtido:

<w-z>+b=0 (2.22)

em que w e b, sao respectivamente o vetor peso e o bias. A Figura 2.5 apresenta o exemplo

um de conjunto de dados linearmente separavel.
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Figura 2.5: Conjunto Linearmente Separavel

Assim, o hiperplano é a superficie de decisao entre os elementos das duas

classes.

<w-x; >+b>+1, para y; = +1

<w-xz; >+b< —1, paray; = —1
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Combinando as duas inequagoes obtém-se:

yix (Kw-x; >+b) > 1 (2.23)
parai={1,2,...,n}

Vapnik (1992) propde a solugao do problema definindo um valor minimo de

margem funcional, 7y = 1, para os pontos que se situarem nas margens do hiperplano

separador. Considerando a margem geométrica, v, = Hlﬁ tem-se:
Max v,
Sujeito a:
(<w,x;>+b)

Yi* elz - = e

parai=1,....m

De forma equivalente, tem-se:

Min 1 * [[w][?
Sujeito a:

yi x (K w,z; > +b) > 1

parat=1,....m

2.4.3 Classificacao de Dados Nao Linearmente Separaveis

Em problemas reais, a separabilidade linear dificilmente é encontrada. Um conjunto de
dados ¢é dito linearmente inseparavel, caso nao seja possivel separar os dados com um

hiperplano. A Figura 2.6 mostra um conjunto linearmente inseparavel.

Nesse caso, a SVM pode ser estendida para classificacao de dados linearmente
inseparaveis. Isso é feito basicamente através de duas etapas. A primeira constitui-se
em fazer um mapeamento dos dados no espaco de entrada para uma mais alta dimensao,
chamado espaco de caracteristicas. A segunda etapa entdao é encontrar um hiperplano

separador nessa nova dimensao.

Seja o conjunto de entrada S = {(X1,vy1); (X2,92); ..; (Xn,yn)}, em que y; é

o rotulo de cada classe, com ¢ = 1,2,....n. O espaco de caracteristicas é um espaco de
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Figura 2.6: Conjunto Nao Linearmente Separavel

mais alta dimensionalidade no qual serao mapeados o conjunto de entrada, por meio de

uma funcao ¢ para obter um conjunto de dados linearmente separavel, representado por

S = {¢((X1)7 yl): ¢<<X2)7 y2)7 ) ¢((Xn)7 yn)}

2.4.4 Funcoes Kernel

Teorema 2.4.1. Teorema de Mercer: Uma funcdao € dita ser uma funcdo Kernel, se a

matriz K € positiva definida, onde K € obtida por

K= Kij = fi(l’z‘,l‘j) (224)

Uma funcao Kernel recebe dois dados de entrada e calcula o produto interno

desses dados no espacgo de caracteriscas.

K(xi, x5) =< ¢(x;) - p(xj) > (2.25)

2.4.5 Kernel Trick

E importante ressaltar que o algoritmo de treinamento de um classificador kernel como
uma maquina de vetores suportes depende, somente, do produto interno dos vetores no
espaco de entrada, seguido da avaliacao da funcao kernel k, como forma de determinar
uma superficie de decisao linear, ou hiperplano separador, no espaco de caracteristicas.

Este processo é denominado Kernel Trick.
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Figura 2.7: Mapeamento do conjunto no espago de caracteristicas

Algumas das fungoes Kernel mais conhecidas estao descritas na Tabela 2.2.

Kernel Fungéo k(z;,z;)

Polinomial (< z;,z; > +1)P

N Hmrl“jl\Q)

Gaussiano  exp(—"53

Sigméide  tanh(Box < x;,x; >) +

Tabela 2.2: Funcoes Kernel mais conhecidas

2.5 Vetores Suporte e Regressao

Como apresentado em Smola & Scholkopf (1998), a aplicagao de vetores suporte ao prob-
lema de regressao é feita através da determinacao de tubo de raio p, fixado a priori, que
deverd conter todos os pontos do conjunto de treinamento, sendo cada ponto formado

pelo vetor x; acrescido da componente relativa ao valor do mapeamento ;.

A compensacao entre a complexidade do modelo e os erros residuais esta rela-
cionada a existéncia de um conjunto de variaveis ¢; que flexibilizarao a pertinéncia dos

pontos a regiao delimitada pelo tubo.

A equacao do regressor ideal, definida na forma: f(z) = w*z+b, é computada

através da minimizacao da seguinte fungao de erro:

1
5 * HwH2+C*Z|yi—f(a:i)lp (2.26)

em que |y; — f(x;)|p é definida como a func¢ao de perda de insensibilidade p, apresentada

por Vapnik (1995) e equivalente a:
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'} ‘/—s

Figura 2.8: Tubo e Funcao de Perda

Maz{0, |y — f(z)| - p} (2.27)

Assim, a forma primal para o regressor apresenta-se da seguinte maneira:

Min 1 * \|w||2+C*Z(5i+8;)

1
Sujeito a:

((w* ;) +b) —yi < p+e;, para (w*z;) +b >y
yi — ((w*x;) +b) < p+ey, para (w* ;) +b < y;

. ’
parat=1,...me¢g;¢g; > 0.

Outras métricas utilizadas e conhecidas sao os critérios MSE proposto por
Gauss, e MML proposto por Laplace que sao apresentados nas Equagoes 2.28 e 2.29. O

critério buscado pelo IMA Regressor é apresentado na Equagao 2.30.

N
1 )
me{ﬁ * ;51} (2.28)
1 N
Min,{ o > e} (2.29)
1
Min,Maz;{ IILiill\ } (2.30)
q

2.6 Regressao Como Classificacao Binaria

(Bi & Bennett, 2003) propoem uma interpretagao geométrica do problema de regressao,

transformando o problema do regressor SV em um problema de classificacao binaria, para
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determinado valor do raio p. Esta transformacao é baseada na criacao de uma dimensao
adicional para os pontos z; relacionada aos valores do mapeamento y;. Em seguida,
promove-se um deslocamento dos pontos, adicionando ao valores desejaveis, respectiva-
mente, as quantidades +p e —p. Tal procedimento produz um conjunto duplicado de

pontos em um espaco de entrada de dimensao d + 1, sendo d a dimensao do espacgo de

entrada.
i
by ¥ by
> ® .
> [ ]
0| = TS — o @ o 5
o o o ® il o
o g A A -
" A at
l& A ‘A
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(a) (b} (c)

Figura 2.9: Regressao como classificacao binéria

(a) Dados originais (b) Dados deslocados e hiperplano separador (c) Regressao

A cada ponto é associado um valor de rétulo +1 ou —1 conforme o sentido do
deslocamento, transformando o problema de regressao em um problema de classificacao
bindria, associado ao valor do raio p. Assim, para cada par (z;,y;) do conjunto de treina-
mento do regressor, sao criados dois pares ((z;, —y; + p), +1) e ((x;, —y; — p),—1) para
o conjunto de treinamento do classificador. Bi & Bennett (2003), afirmam que somente
havera a existéncia do regressor com largura fixa p, chamado de p-tubo se o problema

analogo de classificagao tiver separabilidade linear.

Além disso, afirmam que qualquer solugao para o problema fornecera um tubo
de raio p’ de valor menor ou igual a p, e que o menor valor obtido esta relacionado a
solugao de maxima margem obtida na classificacao. Pode-se observar, entretanto, que
este valor serd maior ou igual ao raio 6timo, ou minimo, p* que poderia ser alcancado.

Assim: p* < p' < p.

A obtengao do raio de valor minimo, p*, exigiria a solu¢ao do seguinte problema

de regressao para um parametro de raio variavel:

Ming g pp

Sujeito a:
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o(<w,x; >4+b—y) * (< w,x; >+b—y;) <p

Neste caso, deve-se empregar uma técnica que possibilite controlar a capaci-
dade do classificador representada pela norma do vetor w. Minimizando diretamente a
norma do vetor, retorna-se a formulagao proposta originalmente por Vapnik (1995), que
introduz um conjunto de variaveis de folga de modo a garantir a viabilidade do sistema

para um dado valor fixo de raio.

2.6.1 Sistema de Inequacoes

Com a introdugao da norma do vetor w no sistema de restricoes do problema, tem-se,
para um valor fixo de raio p, o seguinte sistema de inequagoes aplicado a cada par (z;,y;)

do conjunto de treinamento:

(f (i) — i) % < p, ou
o(f (i) —yi) * (f (i) —ys) < p*|wl]2

Este sistema representa de forma equivalente um problema de classificacao
bindria com conjunto de treinamento formado pelos pares ((z;, —y; + p), +1) e ((z;, —y; —
p), —1) obtidos dos respectivos pares (z;,y;) do conjunto de treinamento original. De fato,
considerando o primeiro grupo de pares situados abaixo e acima da reta do regressor com
bias incorporado, f(z;) =< w,z; >, tem-se as inequagoes de viabilidade representadas na

forma:
<w- x> -y <p (2.31)

yi— <w-x; >< p (2.32)

equivalentes, portanto, a equacao de viabilidade do problema de classificacao binaria para

os pares (a5, —yi + p)s+1) ¢ (21, —ys — p), 1) , ou seja:

—lx(<w-z;>+(—y;—p)) >0ou<w-z;,>—-y; <pe

Fle(<w ;> +(-yi+p)) 200uy— <w-z; ><p

considerando 1 o valor da componente adicional do vetor w.
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3 Algoritmo de Margem Incremental

A técnica de solucao desenvolvida por Leite & Fonseca Neto (2008), para se obter uma
aproximacao da maxima margem consiste de uma estratégia de aprendizado incremental,
através da qual, sao obtidas sucessivas solugoes do problema do perceptron de margem
geométrica fixa, para valores crescentes de margem. Este parametro, o qual foi denomi-
nado de margem fixa, representado por vy, inicia com o valor vy = 0, equivalente a solucao
original do algoritmo perceptron, e tem seus valores incrementados de forma consistente,
até aproximar-se do valor da margem maxima.

Assim, para um conjunto de valores vy € {0, ...,7*}, sendo: 'y}“ > 7}, para

t={1,...t—1}, 'y} =0, 7} ~ 7* soluciona-se, sucessivamente, pelo método de relaxacao

o problema de inequagoes nao lineares:

uk * fzr) > vy * |Jwll2 (3.1)

k = 1,...,m, sendo cada solugao equivalente a solucao do problema do perceptron de

margem geométrica fixa (FMP).

Para a atualizacao a cada iteracao, do valor da margem fixa, adotam-se as
seguintes regras, baseadas na estratégia de balanceamento, que garantem o estabeleci-
mento de um numero finito de correcoes e a convergéncia para a solugao 6tima, a medida

em que o valor da margem se aproxima do valor da margem maxima.

Primeira regra: caso a solucao do problema FMP forneca as margens, negativa
e positiva, diferentes, pode-se dizer que a solugao obtida nao caracteriza uma solugao de

maxima margem. Portanto, corrigimos o valor da margem fixa na forma:

+ —
+
onde v" e 7~ sao os valores relacionados, respectivamente, as menores distancias proje-
tadas dos pontos do conjunto X e X~ ao hiperplano separador da ¢ iteracao.
Certamente, tém-se as relagoes: 7 > 7% e v~ > 7% ou, 77 > 75 e 7~ > 9,

garantindo 7}“ > 7}, e portanto, um incremento no valor da nova margem fixa.
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Pode-se observar que, neste caso, haverd sempre a garantia da solugao do novo

problema, ja que a nova margem fixa estabelecida é sempre inferior a margem étima, ou
ja: A4t = 00) < ¢ Tal condigio, deriva do fato d ti

seja: vy = ~*. Tal condicao, deriva do fato de que se as margens negativa e
t ~ d . . t~ t t 1 ~ , ;. . 1 d . + _

positiva sao desiguais entao a margem total nao é maxima, implicando em: (77 +77) <

2 % y*.

Infelizmente, a condigao de desigualdade das margens é uma condicao de ne-
cessidade e nao de suficiéncia na caracterizacao de uma margem méxima ou étima. Nao
devendo funcionar, portanto, como critério de parada do algoritmo. A solucao do prob-
lema FMP pode, caso seja estabelecido este critério de interrupgao, parar com um hiper-
plano cujas margens positiva e negativa estao equilibradas, mas nao se trata de um ponto

de 6timo global e sim de 6timo local.

Segunda regra: caso a solugao do problema FMP forneca as margens, negativa
e positiva, iguais, pode ser que a solucao obtida seja uma solucao de 6timo local. Portanto,
torna-se necessario garantir um acréscimo no valor da nova margem fixa, na forma:
+ —
(0 +97) )

v =+ Mar{A, ——— —}

. (3.3)

sendo A uma constante de incremento positiva.

Entretanto, para esta nova forma de atualizacao, em alguns casos, nao se tem
mais a garantia de solugao do novo problema, ja que o novo valor da margem fixa podera

ser igual ou maior que o valor da margem 6tima, ou seja: fy}“ > v

Para a solucao deste contratempo é suficiente a imposicao de um nimero
maximo de iteragoes no numero de épocas do algoritmo de treinamento, a partir do
qual, caso nao haja uma nova solucao do problema FMP, adota-se como margem obtida

o valor anterior da margem fixa, relacionado a tltima solucao.

3.1 IMA Aplicado a Regressao

Para resolver o sistema de inequagoes, Fonseca Neto e Borges (2007) propdem, a exemplo
do algoritmo Perceptron de Margem Fixa, a minimizacao do funcional de risco regular-

izado em sua forma normalizada:
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| yi = f() |

Max{0,
I [l

— s} (3.4)

associado a fungao de perda p-insensivel.

Nota-se, ao dividir o valor da diferenca pelo norma do vetor w controla-se
implicitamente a norma do vetor e, portanto, a capacidade do regressor. Observe que,
ao minimizar o funcional de risco na forma normalizada, minimiza-se simultaneamente
a norma do vetor w e o risco empirico associado a funcao de perda p-insensivel. Este

funcional pode ser reescrito em termos da funcao sinal e de uma norma arbitraria p na

forma:
(yi— < w,z; >)
Maz{0, o(y;— < w,z; >) * T —p} (3.5)
p
Derivando a seguinte funcao de perda:
Yi— <w,x; >
J(w) = Zl Maz{0, p(y;i— < w,x; >) * ( Tl ) _ 0} (3.6)
P
(zi,y:) € Z

Novamente, a solugao do sistema de inequacoes pode ser considerada como
aquela que minimiza a fungao de erro J em relacao aos seus parametros primais, repre-

sentados pelo vetor w que incorpora o valor do bias.

Neste sentido, para obter a solucao, é suficiente o emprego do método do
gradiente estocdstico que fornecerd, caso ocorra o seguinte erro, p(y;— < w,z; >) *
(yi— < w,x; >) > p*||w||y, tem-se a regra de corregao, para cada ponto do conjunto
de treinamento Z associada ao gradiente da funcao em relagao ao vetor normal w com

norma quadratica:

Wiy = Wy +1n % (p * + o(yi— < w,z; >) *x;) (3.7)

[lwll2

onde 7 se refere a taxa de aprendizagem.

3.1.1 Estratégia Adaptativa

Observando a possibilidade da obtencao de solucgoes factiveis, em um numero finito de

correcoes, na solucao do sistema de inequacoes na forma:
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o(yi— <w,x; >) * (yi— <w,z; >) < p*||wll (3.8)

segue a mesma proposta elaborada para o algoritmo IMA Classificador em Leite e Fonseca
Neto (2006). E proposta a solucao aproximada do problema de regressor-SV para um raio
de valor minimo p*, considerando a minimizacao explicita e direto do valor do raio. Neste

sentido, deve-se resolver o seguinte problema de otimizacao:

Ming,p
Sujeito a:

o(yi— <w,z; >) * (yi— <w,z; >) < px*||wl|s

Neste caso, o algoritmo computa diretamente o valor do menor raio, o qual
se aproxima suficientemente do raio 6timo no sentido de garantir a construcao de um
regressor-SV. De modo similar ao algoritmo IMA para classificacao, existird uma limitacao
no crescimento do valor da norma do vetor w, impedindo que o mesmo escape para valores
muito altos. Desta forma, o controle da capacidade do regressor serd feito de forma
implicita na solucao do sistema de inequacoes. E interessante observar que a solucao
encontrada é exatamente a solucao MinMaxr que minimizarda a maxima distancia entre

os pontos do regressor.

A técnica de solucao desenvolvida para se obter uma aproximacao do raio
minimo consiste de uma estratégia de aprendizado incremental, através da qual, sao obti-
das sucessivas solucoes para o sistema de inequacoes, para valores decrescentes do raio.
Este parametro inicia com um valor admissivel, superior a maior distancia existente entre
os pontos do regressor para um valor de w inicial, e tem seus valores reduzidos de forma
consistente, até aproximar-se do valor do raio minimo, ou seja, para um conjunto de valores
p€{p° ...,p*}, sendo: p'tt < pl parat=1,...,T — 1, com p' = p° e p' = p*soluciona-se,

sucessivamente, o sistema de inequagoes:

elyi— <w,x; >)* (yi— <w,x; >) < px[Jwl]z (3.9)
para todo (x;,y;) € Z.

Para a atualizagao a cada iteracao do valor do raio, adota-se a seguinte regra
que garante o estabelecimento de um numero finito de corregoes e a convergéncia para a

solugao 6tima, a medida em que o valor do raio se aproxima do valor do raio minimo:
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pt+p”
pt+1 _ pt _ % (310)

Sendo p* e p~ as menores distancias relacionadas aos pontos mais afastados

ou que mais se aproximam das bordas do tubo na t*® iteracao do algoritmo. Assim:

pt = Min{p' — (y’|_—wx’)}, para todo (x;,y;), tal que y; > w.x;

wll2

p~ = Min{p' — M}, para todo (x;,y;), tal que y; < w.z;

llwl]2

Nota-se havera sempre a garantia da solu¢ao do novo problema, ja que pelo
critério de balanceamento, o novo raio estabelecido tem valor sempre superior ou igual ao

raio minimo.

Entretanto, em relagao a regra de atualizacao do valor do raio, poderao ocorrer

duas situacoes relacionadas aos valores das distancias p* e p~:

Primeiramente, pode-se ter a reta do regressor situada totalmente acima ou
totalmente abaixo dos pontos. Neste caso, uma das distancias tera o seu valor negativo.
Para proceder a atualizacao do valor do raio considera-se a distancia negativa igual a zero

e toma-se o valor da corregao como a metade da distancia positiva.

Em segundo lugar, pode-se ter uma situagao de balanceamento em que as duas
distancias terao seus valores iguais a zero. Sabe-se que esta é uma condicao de necessidade
mas nao de suficiéncia para a obtencao da solucao étima correspondente ao raio minimo.
Neste caso, se o espaco de versoes nao é um espaco vazio havera uma nova solucao factivel
para um valor de raio inferior. Para tanto, realiza-se uma pequena redugao no valor do

raio e resolve-se novamente o sistema de inequacoes.

E importante observar que a solucao final obtida em uma iteracao serve de
solucao inicial ou ponto de partida para a iteracao seguinte no sentido de facilitar a

obtengao das solugoes seguintes.
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4 Resultados

Inicialmente o algoritmo foi validado com a base de dados apresentada na Tabela 2.1. E
interessante notar que o IMA Regressor constréi uma solucao semelhante a apresentada
na Figura 2.2, obtida por uma Rede Neural treinada com o algoritmo Backpropagation,
cujos parametros podem ser encontrados em (Principe, Euliano & Lefebvre, 2000). Os

graficos na Figura 4.1 mostram a comparacao entre as duas solugoes.

3.0
3.0

.
* Ponto de treinamento e * Ponto de treinamento
—— Regressor

— Regressor

25
I
25

20
20

IMA Regressor Rede Neural
Figura 4.1: Comparacao entre a solu¢ao do IMA Regressor e uma Rede Neural treinada

com Backpropagation

Em seguida, foram entao realizados testes comparativos entre o IMA Regressor
e uma Rede Neural implementada no software NeuroSolutions, cujos parametros podem

ser obtidos em (Principe, Euliano & Lefebvre, 2000).

A base de dados utilizada pertence ao National Oceanic and Atmospheric Ad-
ministration (NOAA), e foi obtida no préprio NeuroSolutions. Trata-se de valores reais
para temperatura do mar e pressao atmosférica, num total de 144 amostras. A base de
dados foi dividida em trés conjuntos com a mesma quantidade de amostras, selecionadas
aleatoriamente. Foi entao realizado um 3-fold-cross validation, em que dois conjuntos
sao usados como conjunto de treinamento, totalizando 96 amostras e o terceiro conjunto

usado como conjunto de teste, com 48 amostras restantes. Em seguida, o conjunto usado
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no teste € inserido no conjunto de treinamento, e um dos dois conjuntos usados anterior-
mente no treinamento é tomado como conjunto de teste, e esse procedimento é repetido
mais uma vez, com o conjunto que ainda nao foi usado para teste. Os resultados sao
apresentados na Tabela 4 em que Conjunto 1, Conjunto 2 e Conjunto 3, representam as

fases da validagao cruzada como foi apresentado.

IMA Regressor Rede Neural
MSE MML IMA MSE MML IMA
Conjunto 1 0,01853 0,07627 0,26528 0,00592 0,04171 0,59857
Conjunto 2 0,01585 0,07576 0,29124 0,00845 0,04698 0,59210
Conjunto 3 0,01205 0,06327 0,31351 0,01115 0,05942 0,61106

Tabela 4.1: Comparagao do IMA Regressor com a Rede Neural quanto aos critérios MSE

e MML

Observa-se que o IMA Regressor tem um desempenho muito semelhante ao da
Rede Neural quanto aos critérios MSE e MML. No entanto, quanto ao critério do IMA,
apresentado anteriormente, nota-se que ele obtém resultados melhores. Os graficos nas
Figuras 4.2, 4.3 e 4.4 apresentam as comparacoes entre as solucoes obtidas com o IMA

Regressor e com a Rede Neural implementada pelo software NeuroSolutions.
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Figura 4.2: Resultados do IMA Regressor e da Rede Neural no Treinamento 1



4.1 Flexibilizacao 34

1.0

1.0

= Ponto de treinamento = Ponto de treinamento

—— Regressor

— Regressor

08
08

0.6
I

0.6
I

0.4
I
0.4
I

0.2

0.0
I
0.0
I

1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

IMA Regressor Rede Neural
Figura 4.3: Resultados do IMA Regressor e da Rede Neural no Treinamento 2
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Figura 4.4: Resultados do IMA Regressor e da Rede Neural no Treinamento 3

4.1 Flexibilizacao

Uma forma de flexibilizacdo da margem, sugerida por Boser, Guyon e Vapnik (1992),
consiste na eliminacao direta e progressiva de alguns pontos suportes. Essa técnica nao
poderia ser aplicada em um problema de classificacao, dado que os pontos suportes sao
os que definem a margem do hiperplano separador. No caso da regressao porém, esses
pontos identificam-se como outliers, a medida que seus valores estao afastados do plano

do regressor, ou mesmo como valores que nao sao desejadas.

Para aplicar essa técnica, foi realizado um 3-fold-cross validation e, inicial-
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mente, para os conjuntos de treinamento foram usadas todas as amostras. Em seguida,
identificou-se os pontos suportes, que foram entao retirados do conjunto para a realizacao
de um novo treinamento. Os resultados obtidos foram, entao, aplicados nos conjuntos de
testes. Essa técnica pode ser aplicada sucessivamente, até que se obtenha uma solugao

satisfatoria.

A Tabela 4.2 apresenta as comparacoes entre os resultados obtidos nos testes
realizados com o IMA Regressor flexibilizando ou nao a margem, em que Conjunto 1,
Conjunto 2 e Conjunto 3, representam as fases da validacao cruzada. Nota-se que, de

maneira geral, a flexibilizacao promoveu uma minimizacao na fungao de perda.

IMA Regressor  IMA Regressor flexibilizado

MSE MML MSE MML
Conjunto 1  0,01853 0,07627 0,01344 0,06312
Conjunto 2 0,01585 0,07576 0,01379 0,06766
Conjunto 3 0,01205 0,06327 0,01228 0,06346

Tabela 4.2: Comparagao do IMA Regressor com e sem flexibilizacao da margem, quanto

aos critérios MSE e MML

As Figuras 4.5, 4.6 e 4.7 apresentam as comparacoes entre reta construida pelo
IMA Regressor em comparacao com a margem flexibilizada. Observa-se que os suportes

eliminados no treinamento violam o raio do tubo, sendo identificados como outliers.
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Figura 4.5: Resultados do IMA Regressor com margem flexivel no treinamento 1
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5 Consideracoes Finais

Neste trabalho foram apresentados conceitos importantes sobre uma area em crescente
expansao dentro do aprendizado de méaquinas. Além disso, foi apresentado um novo
método de treinamento online para o problema de regressao através do algoritmo de

margem incremental(IMA).

Esse algoritmo utiliza uma tnica formulacao baseada em um sistema de in-
equagoes, computa solucoes equivalentes as solucoes SV Regressor, nao utiliza pacotes
de programacao linear ou nao linear e garante sempre uma solucao. Para tanto vale-se
somente de uma estratégia de adaptacao para o valor da margem, no caso da classificacao,

e do valor do raio do tubo, no caso da regressao, e a solugao de um sistema de inequagoes.

O IMA Regressor apresentou excelentes resultados nos problemas abordados
e também na comparacao com a Rede Neural, considerado um dos métodos mais ro-
bustos. A proposta de flexibilizacao apresentada aponta caminhos interessantes para o

desenvolvimento do estudo.

Como trabalho futuro fica a ideia de estender o IMA Regressor para a versao
dual, com a possibilidade do uso de fungoes kernel, permitindo, assim, a solucao de prob-

lemas mais complexos que sao mais comumente encontrados.
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