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Resumo

A simulacao computacional da eletrofisiologia cardiaca é uma ferramenta de grande po-
tencial clinico e cientifico, cujo avanco é limitado pelo alto custo computacional. A
utilizacao de computacao paralela é, portanto, indispensavel, e bibliotecas de software
como o PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation) fornecem a in-
fraestrutura para tal. Este trabalho apresenta uma avaliagao da biblioteca PETSc como
plataforma para o desenvolvimento e analise de desempenho de prototipos de simuladores
baseados no Método dos Elementos Finitos (MEF). Através de uma metodologia incre-
mental, foram implementados trés problemas de complexidade crescente: a equagao de
Poisson, para verificacao de c6digo; o modelo monodominio, como principal caso de uso;
e a equagao do calor nao linear, para validacao da extensibilidade para problemas eletro-
mecanicos do coracao; A andlise quantitativa focou na convergéncia do erro, no impacto
de pré-condicionadores (Jacobi e ILU), na escalabilidade paralela e na comparacao entre
o refinamento de malha e o aumento da ordem dos elementos. Os resultados validaram
a corretude da implementacao e revelaram um claro trade-off de desempenho nos pré-
condicionadores, cuja eficicia se mostrou dependente da escala do problema: enquanto
o baixo custo computacional do Jacobi o tornou mais rapido no cenario 2D, a poderosa
reducao de iteracoes do ILU foi decisiva para sua superioridade no teste 3D de larga es-
cala. A principal descoberta foi que o aumento da ordem dos elementos se mostrou uma
estratégia computacionalmente mais eficiente que o refinamento da malha para atingir
a acuracia desejada nos testes realizados. Conclui-se que o PETSc é uma ferramenta

robusta e flexivel para o aprimoramento de simuladores de eletrofisiologia cardiaca.

Palavras-chave: Eletrofisiologia cardiaca, modelagem do coragao, computacao paralela,

computacao distribuida, eficiéncia computacional, computacao de alto desempenho.



Abstract

Computational simulation of cardiac electrophysiology is a tool of great clinical and sci-
entific potential, whose advancement is limited by high computational cost. The use of
parallel computing is therefore indispensable, and software libraries such as PETSc (Por-
table, Extensible Toolkit for Scientific Computation) provide the necessary infrastructure.
This work presents an evaluation of the PETSc library as a platform for the development
and performance analysis of simulator prototypes based on the Finite Element Method
(FEM). Through an incremental methodology, three problems of increasing complexity
were implemented: the Poisson equation, for code verification; the monodomain model, as
the main use case; and the nonlinear heat equation, to validate the extensibility for car-
diac electromechanical problems. The quantitative analysis focused on error convergence,
the impact of preconditioners (Jacobi and ILU), parallel scalability, and the comparison
between mesh refinement and increasing the element order. The results validated the
correctness of the implementation and revealed a clear performance trade-off in the pre-
conditioners, whose effectiveness proved to be dependent on the problem’s scale: while
the low computational cost of Jacobi made it faster in the 2D scenario, the powerful ite-
ration reduction of ILU was decisive for its superiority in the large-scale 3D test. The
main finding was that increasing the element order proved to be a more computationally
efficient strategy than mesh refinement to achieve the desired accuracy in the performed
tests. It is concluded that PETSc is a robust and flexible tool for the enhancement of

cardiac electrophysiology simulators.

Keywords: Cardiac electrophysiology, heart modeling, parallel computing, distributed

computing, computational efficiency, high-performance computing.
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1 Introducao

A modelagem computacional da eletrofisiologia cardiaca é um campo interdisciplinar que
engloba conhecimentos da biologia, medicina, matematica aplicada e ciéncia da com-
putagao para simular o comportamento elétrico de um coragdo (TRAYANOVA et al.,
2024). Nesse processo, a propagagao de estimulos elétricos no tecido cardiaco é represen-
tada através de modelos matematicos e computacionais que reproduzem o comportamento
complexo das correntes ionicas e das estruturas intracelulares, além da propagacao elétrica
de uma célula para outra.

Tais modelos possuem um alto custo computacional, pois exigem uma refinada
discretizagdo do dominio tanto no espacgo quanto no tempo (NIEDERER et al., 2011b).
Portanto, para que simulagoes em escala de 6rgao, como um coracao humano completo,
sejam viaveis, é imperativo que a implementacao desses modelos seja eficiente, otimizando
o uso dos recursos computacionais disponiveis.

Para superar essa barreira computacional, é necessario combinar a aplicacao de
métodos numeéricos eficientes e a programacao paralela, particularmente na resolucao dos
grandes e esparsos sistemas de equagoes que emergem da discretizacao do modelo ma-
tematico (VINCENT et al., 2015). Nessa abordagem, as duas estratégias se complemen-
tam: enquanto os métodos numéricos buscam reduzir a complexidade ou o nimero de
operacoes necessarias para a solucao, a programacao paralela atua na distribuicao do
custo computacional, dividindo tarefas de montagem, fatoracao e solucao desses siste-
mas lineares em multiplos nicleos de processamento, permitindo que as operagoes sejam
realizadas mais rapidamente.

Para implementar essa abordagem paralela de forma robusta e eficiente, a comu-
nidade cientifica dispoe de bibliotecas de software especializadas. Dentre elas, destaca-se
o Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation (PETSc), um pacote de codigo
aberto projetado para a solucao numérica de problemas cientificos complexos em arqui-
teturas de alto desempenho (BALAY et al., 2021). A biblioteca é projetada em torno de

uma infraestrutura de computacao paralela, sobre a qual implementa um robusto con-
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junto de ferramentas numéricas: resolvedores (solvers) para sistemas lineares e nao linea-
res, integradores temporais e uma ampla selecao de pré-condicionadores. Essa arquitetura
modular torna o PETSc uma base solida e amplamente utilizada para o desenvolvimento
de simuladores avancados, como os de eletrofisiologia cardiaca (PLANK et al., 2021).

A reducgao no tempo de execucao das simulagoes é, portanto, o fator-chave que
torna esta tecnologia viavel para a aplicacao clinica (TRAYANOVA et al., 2024). Si-
mulacoes que demandam dias ou semanas sao impraticaveis no apoio a decisoes médicas.
Atingir um desempenho computacional que permita a criacao de modelos cardiacos cus-
tomizados em uma janela de tempo 1til é fundamental para o avango da medicina perso-
nalizada, o desenvolvimento de novas terapias e o aprimoramento de dispositivos. Além
do beneficio clinico direto, um ganho de performance também acelera o ciclo de pesquisa
e desenvolvimento, diminuindo a necessidade de ensaios in vivo e, consequentemente, os

custos e dilemas éticos associados.

1.1 Contextualizacao

Ao longo de seu desenvolvimento, a modelagem computacional da eletrofisiologia cardiaca
consolidou-se como uma poderosa ferramenta para a investigacao cientifica e clinica. Ini-
cialmente, as simulagoes foram cruciais para formular e testar hipoteses sobre os meca-
nismos fundamentais da funcao cardiaca. Com o avanco da area, tornaram-se uma plata-
forma para avaliar, in silico, o impacto de compostos farmacoldgicos no tecido cardiaco
(AMANFU; SAUCERMAN, 2011). Mais recentemente, demonstraram seu valor clinico ao
otimizar a precisao de procedimentos como a ablacao por cateter, guiando a terapia para
melhorar a taxa de sucesso em pacientes com arritmias ventriculares pds-infarto (CAM-
POS et al., 2019). O sucesso dessas aplicagdes é diretamente dependente da sofisticacao
e da eficiéncia dos simuladores utilizados.

Um exemplo de simulador amplamente adotado pela comunidade cientifica inter-
nacional é o MonoAlg3D (OLIVEIRA et al., 2017). Baseado no método dos volumes finitos
(MVF), ele esta apto para simulac¢oes que utilizam geometrias complexas de pacientes,
geradas a partir de imagens médicas. Sua estratégia de computacao de alto desempenho

foca na maxima otimizacao de recursos em um né computacional tnico, combinando o
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paralelismo em CPUs multi-core (via OpenMP) com a aceleragao massiva de célculos em
GPUs.

Outra plataforma de referéncia, o openCARP (PLANK et al., 2021), emprega
o método dos elementos finitos (MEF) para lidar com a complexidade de geometrias
cardiacas realistas. Seu poder computacional é fundamentado na biblioteca PETSc, que
serve como base para sua arquitetura de computagao distribuida via MPI (MESSAGE
PASSING INTERFACE FORUM, 2015). Ao ser construido sobre o PETSc, o openCARP
herda todo o seu ecossistema, incluindo uma vasta cole¢cao de solucionadores e estruturas
de dados otimizadas para ambientes de larga escala. Atualmente, seu foco principal é
a eletrofisiologia, mas o projeto estd em expansao para incorporar modelos de mecanica
cardiaca.

Um terceiro exemplo, o simulador Cardiax (CAMPOS et al., 2018), desenvolvido
na Universidade Federal de Juiz de Fora (UFJF), ilustra o foco no desafio do acoplamento
multifisico da eletromecanica cardiaca. O simulador ja utiliza a biblioteca PETSc, porém
seu uso atual se concentra na etapa de resolucao dos sistemas de equacoes lineares e nao
lineares. Contudo, as estruturas de dados e a montagem das matrizes do método dos
elementos finitos ainda nao foram migradas para o ecossistema paralelo do PETSc. Essa
caracteristica faz com que, na pratica, a implementacao seja serial, pois a montagem da
matriz — uma etapa computacionalmente intensiva — nao explora o paralelismo. Nesse
contexto, a integracao completa com as estruturas de dados do PETSc representa uma
clara oportunidade para a paralelizagao integral do simulador, otimizando nao apenas a
resolucao, mas também a etapa de montagem do sistema.

As versoes recentes do PETSc (BALAY et al., 2021) incorporam funcionalidades
que se estendem além da resolucao de sistemas de equacoes. A biblioteca agora oferece
suporte para a implementacao de métodos de elementos finitos, incluindo o gerenciamento
de malhas nao estruturadas em ambientes distribuidos (através do DMPlex). Essa capaci-
dade permite que etapas computacionalmente intensivas da simulagao, como a montagem
de matrizes e vetores, sejam executadas em paralelo utilizando as estruturas de dados
nativas da biblioteca. Adicionalmente, o desenvolvimento do PETSc inclui suporte para

aceleracao em GPUs, indicando um caminho para futuras otimizacoes. Este conjunto de
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funcionalidades oferece os mecanismos necessarios para a modernizacao e paralelizacao de

simuladores existentes, como o Cardiax, que ainda nao exploram tais recursos.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é avaliar a biblioteca PETSc como uma ferramenta para o
desenvolvimento de simuladores de eletrofisiologia cardiaca em ambientes de computacao
paralela. A andlise foca em duas vertentes principais: (1) o desempenho e a escalabilidade
da solugao paralela e (2) a flexibilidade da biblioteca como uma base extensivel para a
implementagao de problemas nao lineares, como o acoplamento eletromecanico.

Para atingir o objetivo geral, os seguintes objetivos especificos foram definidos:

e Desenvolver um protétipo de simulador para a eletrofisiologia cardiaca com

base no modelo monodominio, utilizando os recursos da biblioteca PETSc.

e Explorar a API e a estrutura de programacao do PETSc através da imple-
mentacao de um problema-modelo de Poisson. Esta etapa inicial servira como base
para a compreensao e a validagao das estruturas de dados, dos solucionadores e do

fluxo de trabalho paralelo que serao utilizados nos objetivos subsequentes.

e Analisar o desempenho da paralelizagao em um cendrio 2D, investigando o im-
pacto de diferentes pré-condicionadores. As métricas de avaliagao incluem o speedup,

o numero de iteragoes do solver (KSP) e a eficiéncia paralela.

e Avaliar a eficiéncia do uso da computacao paralela para a reducao do tempo
de execucao, mantendo a precisao dos resultados e o correto funcionamento do

modelo.

e Investigar a relagcao entre a ordem do elemento finito e o refinamento
da malha em um cenario 3D. O objetivo é avaliar se o uso de polinomios de
aproximagcao de grau superior via PETScFE, pode produzir resultados de qualidade
comparavel a uma malha mais refinada com elementos lineares, otimizando o custo

computacional.
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e Demonstrar a extensibilidade da implementagao por meio da resolucao do
problema nao-linear analogo a mecanica cardiaca. Esta etapa valida a estrutura
como uma base robusta para futuras extensoes que exigem solvers nao-lineares como

o acoplamento eletromecanico.

A conclusao bem-sucedida destes objetivos resultard em um protoétipo funcional
de simulador paralelo, uma andlise quantitativa de seu desempenho e uma validacao de
sua flexibilidade para problemas multifisicos. Coletivamente, os resultados fornecerao uma
avaliacao concreta do PETSc como plataforma para o desenvolvimento de simuladores

cardiacos de alta performance.
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2 Fundamentacao Teodrica

Neste capitulo, serao apresentados os fundamentos tedricos que alicercam o desenvolvi-
mento de um simulador protétipo. A discussao abordarda os modelos matematicos uti-
lizados para descrever esse fenomeno, iniciando-se com a equagao monodominio para a
propagacao do potencial elétrico, acoplada ao modelo celular fenomenolégico de Mitchell-
Schaeffer (MITCHELL; SCHAEFFER, 2003). Adicionalmente, para fins didaticos e de
validagao, serao descritos dois problemas-modelo: a equacao de Poisson e a equacao do
calor nao linear. A discretizacao espacial dessas equacoes serd realizada pelo método dos
elementos finitos (MEF), cuja formulagao e implementacao serao detalhadas no capitulo

de Metodologia.

2.1 Equacao de Poisson

A Equacao de Poisson é uma equacao diferencial parcial eliptica utilizada para modelar
diversos fenomenos fisicos em estado de equilibrio. Em sua forma geral, que considera um
coeficiente de difusao D varidvel, a equagao é dada por (2.1), cujas varidveis sao descritas

na Tabela 2.1.

—V - (DVu)=f em (2.1)

Para que a equacgao tenha uma solucao unica, ¢ necessario impor condigcoes de

contorno na fronteira 02 do dominio. As duas condicoes de contorno utilizadas sao:

Tabela 2.1: Descricao das variaveis da Equacgao de Poisson.

Variavel | Descricao
Q Dominio espacial sobre o qual o problema é resolvido
u Varidvel de interesse (e.g. temperatura)
D Coeficiente de difusao do meio (constante ou uma fungao da posigao)
f Termo de fonte
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e Condicao de Dirichlet:

u=up emI'p C ON (2.2)
e Condicao de Neumann:
ou
—D% =g em 'y CO0N (2.3)

No contexto deste trabalho, a equacao de Poisson é empregada como um problema-
modelo para a verificacao do cédigo implementado. A principal vantagem de sua uti-
lizagao reside na possibilidade de se aplicar o Método das Solu¢oes Manufaturadas (MMS).
Através do MMS, uma solugao exata é predefinida, e o termo de fonte f correspondente
¢ derivado analiticamente. Isso permite uma avaliagao quantitativa e rigorosa do erro da
aproximac¢ao numérica, validando a implementagao do método dos elementos finitos do

PETSc.

2.2 Eletrofisiologia cardiaca

O coragao humano funciona como uma bomba eletromecanica, cuja eficiéncia depende da
contragao sincronizada de suas células musculares, os cardiomiécitos (KLABUNDE;, 2012).
Essa sincronia é orquestrada por uma onda de excitagao elétrica que se propaga de forma
ordenada através do tecido cardiaco. Em nivel celular, esse fenomeno é governado pelo
potencial de acao: uma rapida e transitoria variagao no potencial elétrico da membrana
celular, impulsionada por fluxos de fons (Figura 2.1). Os cardiomidcitos sao eletricamente
acoplados por jungdes comunicantes (gap junctions), que permitem que a corrente idnica
flua de uma célula para suas vizinhas. Esse acoplamento faz com que o tecido se comporte
como um sincicio funcional, onde a excitagao de uma regiao desencadeia uma frente de
onda que se propaga por toda a massa muscular, resultando na contragao que impulsiona
o0 sangue.

A propagacao do estimulo elétrico no coragao é um processo continuo que emerge
de eventos discretos em nivel celular (KLABUNDE, 2012). A modelagem matemaética
desse fenomeno, portanto, requer uma abordagem que integre a escala do tecido com a

escala da célula.
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Figura 2.1: Relagao entre correntes ionicas e formacao do potencial de agao cardiaco.
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A interacao entre os cardiomiécitos e a difusao da corrente através do tecido
sao capturadas por uma equacao de reacao-difusao. O termo de difusao descreve como o
potencial elétrico se espalha pelo dominio, enquanto o termo de reacao modela a complexa

dinamica ionica que gera o potencial de acao em cada célula.

2.2.1 Modelo Monodominio

O modelo monodominio (GERARDO-GIORDA, 2016) descreve a propagacao de estimulos
por um tecido excitavel através de uma equacao diferencial parcial que define o potencial
transmembranico de cada célula em um instante de tempo. O modelo é dado por (2.4) e a

descricao detalhada de cada uma de suas variaveis e parametros é apresentada na Tabela

2.2.
oV
Xcma = V(O'VV) — ijn(‘/; ’)7) + Istim cem Q, (24)
o qual é suplementado por condicoes de contorno homogéneas:
(eVV)-n=0 em 00 x (0,7]. (2.5)
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Tabela 2.2: Descricao das variaveis do modelo do monodominio

Variavel | Descricao
V Potencial de membrana (mV)
(@ Capacitancia da membrana celular (uF/cm?)
o Tensor de condutividade do tecido (S/cm)
Lion(V,n) | Corrente idnica calculada de acordo com o modelo celular
Lstim Corrente de estimulo aplicado (uA/cm?)
n Conjunto de varidveis de ativa¢ao (sem unidade)
T Tempo final de simula¢ao (ms)
X Razdo drea-volume da membrana celular (cm™!)

O modelo celular é acoplado ao modelo monodominio por meio do cédlculo da
corrente ionica total (/;,,), que é obtida a partir de um sistema de equagoes diferenci-
ais ordinarias (EDOs) que descreve a dinamica dos canais i6nicos e do potencial trans-
membranico. Dessa forma, o comportamento eletrofisiologico celular é integrado a equacao
diferencial parcial do monodominio (GERARDO-GIORDA, 2016), permitindo a simulacao
da propagacao do potencial de acao no tecido cardiaco.

O modelo monodominio é uma simplifica¢gdo do modelo bidominio (SUNDNES et
al., 2006), que descreve a atividade elétrica do tecido cardiaco por meio de duas equagdes
diferenciais parciais, representando separadamente os potenciais intracelular e extracelu-
lar. No modelo monodominio, essa distin¢gao ¢ eliminada ao assumir uma relacao fixa
entre as condutividades dos dois meios, resultando em uma tnica equacao diferencial que
descreve a propagacao do potencial transmembranico.

Como apresentado em (BOURGAULT; PIERRE, 2010), apesar de o modelo bi-
dominio capturar com maior precisao a anisotropia do meio extracelular, o modelo mono-
dominio consegue reproduzir de forma satisfatéria os resultados observados experimental-
mente, oferecendo uma alternativa computacionalmente mais eficiente para a simulacao

da propagacao elétrica no tecido cardiaco.

2.2.2 Modelos celulares

A célula é delimitada pela membrana plasmaética, que separa o espaco intracelular do
ambiente extracelular. Essa estrutura funciona como uma barreira seletiva, impedindo
a passagem direta de ions entre os dois compartimentos. A diferenca na concentracao

de fons em ambos os lados da membrana gera uma diferenca de potencial, chamada de
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potencial transmembranico.

No entanto, a membrana contém proteinas especializadas, como canais ionicos
e transportadores, que regulam o transporte de ions, permitindo a geracao e o fluxo de
correntes ionicas através da membrana. Isso faz com que o potencial transmembranico
varie no tempo, aumentando quando a célula é estimulada eletricamente e formando
uma curva chamada potencial de acao (KLABUNDE, 2012) representado pelo modelo
Mitchell-Shaeffer (MITCHELL; SCHAEFFER, 2003) na Figura 2.2.

Figura 2.2: Potencial de agao de célula cardiaca de acordo com o modelo Mitchell-Shaeffer
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Fonte: O autor.

A modelagem matematica da atividade elétrica celular foi estabelecida pelo tra-
balho pioneiro de Hodgkin e Huxley (HODKIN; HUXLEY, 1952). Eles demonstraram que
o comportamento dos canais ionicos da membrana poderia ser descrito por um sistema de
equagoes diferenciais ordindrias (EDOs), criando um paradigma que fundamenta a érea
até hoje. Com base nesse principio, modelos cardiacos biofisicamente detalhados foram
desenvolvidos, como o de ten Tusscher (TUSSCHER,; PANFILOV, 2004) e o ToR-ORd
(TOMEK et al., 2019). A alta fidelidade desses modelos, que podem incluir dezenas de
variaveis de estado, os torna ferramentas poderosas para a investigagao de mecanismos
de doencas e para a farmacologia computacional. No entanto, essa complexidade também
impoe um alto custo computacional, o que pode ser um fator limitante para simulagoes
em larga escala.

Em contrapartida a essa complexidade, existem os modelos fenomenolégicos. Ao
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invés de descrever cada corrente ionica individualmente, esses modelos buscam reproduzir
o comportamento emergente do potencial de agao com um nuimero reduzido de equagoes
e parametros, oferecendo um balanco favoravel entre a fidelidade fisiologica e a eficiéncia
computacional.

Neste trabalho, foi adotado o modelo de Mitchell-Schaeffer (MITCHELL; SCHA-
EFFER, 2003). Este ¢ um modelo de duas variaveis que descreve o potencial de membrana
(u) e uma varidvel de "porta”(gate) (h) que representa a corrente ionica total de forma
simplificada, descrita pelas equagoes (2.6) e (2.7), cujas varidveis sdo descritas na Tabela

2.3.

du  —hu*(u—1)

R — 2.6
dt Tin Tout ( )
1—h
dh Topen? Se U < Ugate
—h

, seu > Ugate

Tclose

Tabela 2.3: Descricao das variaveis e parametros do modelo de Mitchell-Schaeffer.

Variavel | Descricao

u Potencial de membrana normalizado (adimensional)

h Variavel de "porta” que controla a corrente (adimensional)
Tin Constante de tempo para a corrente de influxo (e.g., sédio)
Tout Constante de tempo para a corrente de efluxo (e.g., potassio)
Topen Constante de tempo para a abertura da porta (ativacao)
Telose Constante de tempo para o fechamento da porta (inativacao)
Ugate Limiar de potencial que ativa a mudanca de estado da porta

2.3 Equacao do Calor Nao Linear

Um passo importante na evolucao de um simulador de eletrofisiologia é sua extensao para
modelos multifisicos de eletromecanica cardiaca. Um desafio fundamental nesses proble-
mas ¢ a forte nao-linearidade intrinseca ao tecido cardiaco, cujas propriedades mecanicas,
como a tensao e a rigidez, dependem diretamente do estado de deformacgao atual. Essa
interdependéncia exige uma abordagem numérica capaz de resolver sistemas de equagoes

nao-lineares de forma robusta e eficiente a cada passo de tempo.
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Para avaliar a capacidade do framework desenvolvido em lidar com tal desafio,
foi utilizado como andlogo o problema da equacao do calor nao linear. A escolha deste
problema-modelo ¢ estratégica por trés motivos centrais. Primeiramente, sua formulagao
matematica replica a principal caracteristica dos modelos mecanicos: a nao-linearidade
estd contida em um coeficiente da equacao que depende da propria solugao, onde o co-
eficiente de difusdo D(u) mimetiza a dependéncia das propriedades do material com a
solucao.

Em segundo lugar, a resolugao deste problema transiente nao-linear requer o
mesmo ferramental computacional da eletromecanica, notadamente um solver para sis-
temas de equacoes nao-lineares, como o SNES do PETSc, acoplado a um integrador
temporal. Dessa forma, a sua correta solucao serve como uma validagao direta de toda a
infraestrutura para a simulagao de problemas mais complexos.

Finalmente, ao contrdrio do acoplamento eletromecéanico, o problema do calor
permite o emprego do Método das Solugoes Manufaturadas. Essa técnica possibilita
a verificagao quantitativa do cédigo ao comparar a solu¢ao numérica com uma solugao
analitica exata, garantindo a corretude da implementacao do solver nao-linear antes de
sua aplicacao em cendrios onde tal verificagao nao é factivel. A equacao utilizada é dada
por:

ou

5~ V- (D@)Vu) = f (2.8)

O problema é suplementado com condic¢oes de contorno e uma condicao inicial

derivadas da solugao exata conhecida, conforme detalhado no capitulo de Metodologia.
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3 Metodologia

Este capitulo detalha a metodologia empregada para a implementacgao dos problemas-teste
e para a avaliacao da biblioteca PETSc. O foco é descrever o arcabouco computacional
e matematico utilizado, desde as ferramentas de software até a formulacao numérica das

equacoes.

3.1 Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma técnica numérica utilizada para encontrar
solugdes aproximadas para equagoes diferenciais (LARSON; BENGZON;, 2013), cuja ideia
central é discretizar um dominio continuo em um conjunto de subdominios menores, os
elementos.

A aplicaggdo do método se inicia com a formulagao forte do problema, que é
a prépria equagao a ser resolvida, juntamente com suas condicoes de contorno. Essa
formulacao ¢é dita “forte” porque exige que a equacao seja valida em todos os pontos do
dominio e que a solugao u seja suficientemente derivdvel (u € H?(Q)'). O objetivo do
MEF ¢é transformar essa equacao em uma formulacao fraca, que enfraquece esses requisitos
de continuidade, permitindo que se procure uma solugao em um espaco de fungoes menos
restritivo (u € H'(Q)).

Para obter a formulagao fraca, o primeiro passo é multiplicar a equagao por uma
fungao-teste (ou func¢ao de peso) v e integrar sobre todo o dominio Q2. A equagao integral
resultante deve ser valida para toda funcao-teste v no espaco escolhido.

Tomando como exemplo a equacao de Poisson (—Awu = f), o processo se inicia

CO1:

—/Auv dx:/fvdx Yv eV (3.1)
Q Q

'Espaco de Sobolev de funcdes quadrado-integraveis cuja primeira derivada também é quadrado-
integravel.



3.1 Método dos Elementos Finitos 22

V= {?) S 5{1<Q);U’ag = O} (32)

O passo seguinte e fundamental é aplicar a integracao por partes ao termo da
esquerda. O objetivo desta manipulagao é reduzir a ordem da derivada da varidvel u (de

segunda para primeira ordem) e transferi-la para a funcao-teste v.

/Vu-V’Uda:—/ @vds:/fvdx (3.3)
Q a0 On Q

Esta é a formulagao fraca do problema. Nota-se que como resultado da integragao
por partes, surge um termo de fronteira 0€). Este termo é crucial, pois é através dele que
as condigoes de contorno de Neumann sao aplicadas, enquanto as condigoes de Dirichlet
sao impostas diretamente no espaco de fungoes da solucao.

Para enunciar o problema variacional de maneira generalizada, consideramos que
a fronteira 02 é dividida em duas partes: 0€)p sobre a qual serd imposta uma condi¢ao
de Dirichlet, e 002y, onde uma condigdo de Neumann (Vu - nlspq, = g é aplicada, tal que
0Q) = 0€dp U 0Ny

O problema entao consiste em: encontrar uma funcao u que pertenca ao espago

de fungoes H1 () e que satisfaca a seguinte equacao para toda funcao-teste v € V

a(u,v) = l(v) (3.4)

com

a(u,v):/QVqu dr e l(v):/va dr +g (3.5)

A formulagao variacional ainda é um problema de dimensao infinita. O passo
final é discretizé-lo através do Método de Galerkin. A solugao continua u é aproximada
por uma combinacao linear de N fungoes de base (ou fungoes de forma) ¢;, definidas sobre

a malha de elementos:

w(z) ~ up(x) = Z U; () (3.6)

Os coeficientes U; sao os novos valores desconhecidos. O método de Galerkin utiliza as
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préprias funcoes de base como fungoes-teste, ou seja, v = ¢; parai =1,..., N.
Substituindo a aproximacao uy, e as fungoes-teste ¢; na formulacao variacional,

obtém-se um sistema de N equacoes algébricas para as N incégnitas U;:

N
Z U - (/Q Vo, Vi dx)J = \/Q fo; dx + /mN 9o; di (3.7)

Jj=1

Aij F;

Este sistema de equacoes € escrito na forma matricial classica:

AU=F (3.8)

onde A é a matriz de rigidez, U é o vetor de incognitas e F é o vetor de carga. A solucao
deste sistema linear fornece os coeficientes que definem a solugao aproximada em todo o
dominio.

Uma vantagem fundamental do método dos elementos finitos é a capacidade de
se controlar a precisao da solucao através da escolha das funcgoes de base, que podem
ser polinomios de diferentes graus, k. A teoria do método estabelece que o erro de apro-
ximacdo converge com uma ordem de k + 1, ou seja, o erro é proporcional a h**1, onde h

é o tamanho do elemento.

3.2 Estrutura do PETSc

Uma vez estabelecida a fundamentagao tedrica do Método dos Elementos Finitos, o desafio
subsequente ¢é a sua traducgao para um coédigo computacional eficiente e paralelo. Para
essa finalidade, este trabalho utiliza a biblioteca PETSc (Portable, Extensible Toolkit
for Scientific Computation) (BALAY et al., 2021), um ecossistema de software de alto
desempenho para a computacao cientifica.

O PETSc oferece acesso a uma vasta gama de resolvedores para os sistemas
lineares e nao lineares resultantes, além de uma abstracao para a implementacao do MEF.
Crucialmente, toda a arquitetura da biblioteca ¢ construida com suporte nativo para a

computacao paralela.
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3.2.1 TimeStepper

Com exce¢ao da equacgao de Poisson, os problemas abordados neste trabalho sao transi-
entes, ou seja, evoluem no tempo. Para gerenciar a integracao temporal de forma robusta
e modular, foi utilizada a interface TS (Time Stepper) do PETSc.

Este componente oferece acesso a uma variedade de métodos para a integragao
de equagoes diferenciais no tempo. Para este trabalho, foi selecionado o método de Euler
Implicito, principalmente devido a sua alta estabilidade numérica, uma caracteristica
desejavel para os problemas de eletrofisiologia. O TS automatiza o avanco da solug¢ao no
tempo e se integra nativamente com os solucionadores nao lineares (SNES) para resolver

o sistema de equacoes a cada passo de tempo.

3.2.2 Solucionadores Nao Lineares (SNES)

Nos problemas onde a discretizacao resulta em um sistema de equagoes nao lineares, como
na equagao do calor nao linear que sera tratada nesse trabalho, é necessario empregar
um solucionador apropriado. O PETSc oferece uma interface para esta tarefa, o SNES
(Scalable Nonlinear Equation Solvers).

O SNES foi projetado para resolver sistemas de equacoes nao lineares da forma

geral:

F(U) =0 (3.9)

A base da maioria dos métodos do SNES é o método de Newton. A cada iteracao
1, o método de Newton lineariza o problema e resolve um sistema de equacoes lineares para

encontrar a atualizagao da solu¢ao, AU; onde J(Uj;) é a matriz Jacobiana do sistema:

J(U)AU, = —F(U,) (3.10)

Apés encontrar AUj;, a solucao é atualizada: U;,, = U; + AU;. O SNES gerencia
todo esse processo iterativo, incluindo estratégias como line search ou trust region para
garantir a convergencia.

Para a equacao do calor nao linear, foi utilizado o solucionador padrao do PETSc,
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SNESNEWTONLS, que implementa o método de Newton. E importante notar que a interface
SNES também pode ser utilizada como um involucro para problemas lineares. Para os
casos da equagao de Poisson e do modelo monodominio, foi utilizada a opgao —snes_type
ksponly. Essa abordagem instrui o SNES a pular o lago nao linear e invocar diretamente

o solucionador de sistemas lineares KSP.

3.2.3 Solucionadores Lineares KSP

O PETSc gerencia a solugao de sistemas lineares através da interface KSP (Krylov Subs-
pace Methods). Este componente oferece uma grande variedade de solucionadores diretos
e iterativos, varios com suporte a execucao em ambientes paralelos.

A selecao do solucionador linear para cada problema foi baseada nas propriedades
matematicas da matriz do sistema resultante pela aplicacao do MEF.

Para a equagao de Poisson e para o modelo monodominio (discretizado implicita-
mente no tempo), o método dos elementos finitos gera um sistema de equagoes cuja matriz
é simétrica e positiva definida. Para este tipo de sistema, o método do Gradiente Conju-
gado (CG) ¢ a escolha 6tima, pois garante convergéncia com um custo computacional e
de memoria minimos.

Ja para a equacao do calor nao linear, a solugao a cada passo de tempo requer um
método de Newton, que gera uma matriz Jacobiana que, em geral, nao é simétrica. Na
auséncia da garantia de simetria, o Gradiente Conjugado nao pode ser aplicado (SAAD,
2003). Portanto, foi utilizado um método mais robusto e geral, o GMRES (Generalized
Minimal RESidual), que é capaz de lidar com matrizes nao simétricas.

Para acelerar a convergéncia dos solucionadores iterativos, ¢ comum o uso de
um pré-condicionador. Neste trabalho, para avaliar o impacto do pré-condicionamento,
foram testados diferentes pré-condicionadores. Como o PETSc nao oferece implementacao
paralela do pré-condicionador ILU, foi necesséario utilizar a integracao do PETSc com a
biblioteca externa Hypre, que é especializada em pré-condicionadores algébricos de alta
performance.

Foram testados os pré-condicionadores:

e Jacobi (nativo do PETSc) : Este pré-condicionador utiliza o inverso da matriz diago-
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nal de A como o operador de pré-condicionamento. A aplicacao do pré-condicionador

a cada iteragao consiste na solugao de um sistema diagonal.

e Fatoracao Incompleta LU (ILU): O método produz uma aproximacao esparsa dos

fatores L e U da matriz A e pode ser aplicado a matrizes nao simétricas em geral.

3.2.4 Gerenciamento de Malhas nao Estruturadas (DMPLEX)

Para a criagao, manipulagao e gerenciamento de malhas nao estruturadas, o PETSc oferece
a classe DMPlex. O DMPlex representa a malha através de suas entidades topoldgicas
fundamentais: vértices (pontos), arestas (linhas), faces (superficies) e células (volumes).
A vantagem dessa representacao topoldgica é sua generalidade. O DMPlex gerencia as
conexoes entre todas as suas entidades, permitindo particionar de forma robusta a malha

e gerenciar a comunicagao de dados em ambientes paralelos.

3.2.5 Abstracao para Elementos Finitos (PETScFE)

Enquanto o DMPlex gerencia a topologia da malha e a distribuicao dos dados, o com-
ponente PETScFE (PETSc Finite Element) ¢é utilizado para gerenciar a discretizagao
matematica do problema. O PETScFE é responsavel por criar o espaco de elementos
finitos sobre a malha, definindo as func¢oes de base e as regras de quadratura necessarias
para a integracao numérica das formas fracas.

A implementacao do método dos elementos finitos com a interface PETScFE é
baseada na definicao de funcgoes que representam cada termo da formulagao fraca do
problema (KNEPLEY et al., 2013). Ao invés de montar a matriz de rigidez manualmente,
o usuario fornece ao PETSc as equacoes que descrevem os integrandos da forma fraca, e
a biblioteca se encarrega de realizar a quadratura numérica e a montagem:.

Isso ¢ feito através do objeto PetscDS (Discrete System), que armazena a for-
mulacao fraca do problema. A principal rotina para isso é a PetscDSSetResidual (), que
associa uma funcao em C a um termo especifico do residuo da equacao. Por exemplo,

para um problema genérico, a chamada seria:

PetscCall (PetscDSSetResidual(ds, 0, fO_function, f1_function));
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Neste contexto:

e ds é o objeto Discrete System que contém a formulacao matemaética.

e fO_function: é uma funcao implementada pelo usuario que calcula o integrando
dos termos da forma fraca que sdo multiplicados pela fungao-teste (v). No caso da
equacao de Poisson, esta funcao é responsavel por definir o lado direito do sistema
((Jo fv dx)). Para isso, ela simplesmente retorna o valor do termo de fonte (f), ou

seja, neste caso, a implementacao de £0_function é (fy = f).

e f1 function é outra funcao do usuario que calcula o termo multiplicado pela de-
rivada da funcao de forma, como fQ Vv - (DVu)dx para o poisson. Nesse caso, a

fungao faz referéncia ao gradiente de u, (f; = DVu)

De forma anéloga, para a montagem da matriz Jacobiana, o usuario fornece as
funcoes que descrevem as derivadas de cada termo do residuo em relagao a solucao u e ao

seu gradiente Vu (KNEPLEY et al., 2013). Isso é feito através da rotina PetscDSSetJacobian():
PetscCall(PetscDSSetJacobian(ds, nf, ng, g0, gl, g2, g3));

Os parametros nf e ng sao os indices que especificam, respectivamente, o campo
da fungao-teste e o campo da variavel de solugao. Em problemas de campo tinico, como
os abordados neste trabalho, existe apenas uma variavel principal e, portanto, um tnico
campo, que possui o indice 0. Dessa forma, para todos os testes realizados, a Jacobiana
foi definida utilizando nf=0 e ng=0.

Os quatro argumentos de funcdo (g0 a g3) representam os quatro possiveis termos
da Jacobiana da forma fraca, definidos como as derivadas dos termos do residuo (f0 e £1)

em relac@o as variaveis (u e Vu):

g0(u, Vu) = % (3.11)
gl(u, Vu) = aaél (3.12)
g2(u, V) = % (3.13)
g3(u, V) of (3.14)

~ OVu
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Para problemas lineares e estacionarios, a matriz Jacobiana ¢é a prépria matriz de
rigidez, que é constante. Em problemas lineares transientes, como o modelo monodominio
com um passo de tempo implicito, a matriz do sistema linear a ser resolvida a cada passo
(A = MAt 4+ K) também nao depende da solugao e, portanto, pode ser montada uma
Unica vez.

Para otimizar a performance nesses casos, ¢ fundamental evitar a remontagem
e fatoracao desnecesséaria desta matriz a cada iteracdo. No PETSc, esse comportamento
pode ser forcado utilizando a funcao SNESSetLagJacobian(snes, -2).

Esse comando instrui o SNES a calcular a Jacobiana apenas uma vez na sua
primeira iteracao e reutilizar essa matriz em todos os passos de tempo subsequentes. Essa
estratégia reduz o custo computacional, visto que evita a repeticao de um calculo custoso

dessa matriz.

3.3 Formulacoes Fracas

Conforme detalhado nas secoes anteriores, a implementagao de um problema via PETSc
e o método dos elementos finitos requer a sua formulacao fraca. Esta secao se dedica a
derivar essa formulacao para cada um dos problemas estudados. Para cada caso, serd
apresentada a equacao diferencial parcial governante, o desenvolvimento de sua forma
fraca, as condigoes de contorno aplicadas e, quando relevante, a solucao exata e o termo

de fonte correspondente utilizados para a verificacao do cédigo.

3.3.1 Equacao de Poisson

A forma forte da Equacao de Poisson, considerando um coeficiente de difusao D, é dada
por:

—V - (DVu)=f emQ (3.15)

Multiplicando por uma fungao-teste v € V e aplicando a integracao por partes,

chega-se & forma fraca do problema: encontrar u € H'(Q) tal que

/DVU-VUdZL“: / fvdz, YvevV (3.16)
Q Q
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Para este trabalho, assume-se uma condi¢ao de contorno de Dirichlet em toda
a fronteira, o que faz com que o termo de fronteira advindo da integracao por partes se
anule pela escolha de v = 0 sobre 0f2.

Para aferir métricas de erro, serd proposta uma solugao exata para essa equacao,
e sera calculado um termo fonte a partir da aplicacao do Método de Solugoes Manufatu-
radas.

Para os testes, considerou-se o dominio como o quadrado unitério € = [0, 1] x [0, 1]

e um coeficiente de difusdo constante e unitario (D = 1). A solucdo exata escolhida foi:

Uegata = Sen(mx).sen(my) (3.17)

O termo de fonte f é entao calculado aplicando-se o operador —A (o Laplaciano,

pois D = 1) sobre Uexata:

f = 2r%(sen(nx).sen(my) (3.18)

A condicao de contorno de Dirichlet é imposta em toda a fronteira 92, utilizando-

se os valores da prépria solucao exata, que neste caso resulta em u = 0 em 0f).

3.3.2 Modelo Monodominio

O modelo monodominio, apresentado anteriormente, é descrito pela equacao diferencial

parcial de reacao-difusao, em sua forma forte dada por:

ov

E == V(O’VV) — XIion(V> 77) + [stim em Q, (319)

XCm

Entretanto, para aplica-la nesse trabalho foi realizada a estratégia do operator
splitting, separando a resolucao da EDP da resolucao do sistema de EDOs relacionados
ao termo I;,,(V,n). Essa abordagem desacopla a equacao em dois subproblemas, que sao

resolvidos sequencialmente a cada passo de tempo At:

1. Difusao: resolve-se a EDP de difusao para o potencial da membrana
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ov

i V- (cVV) emQ (3.20)

XCm

Para isso, é necessario multiplicar (3.20) por uma fungao v e aplicar a integragao

por partes com o fim de obter a sua formulagao fraca: encontrar u € H'(2) tal que

/ XCma—Vv,dx + / oVV -Vu,dr = / (eVV -n)v,ds Yv eV (3.21)
Q ot Q 0

O problema é entao suplementado com uma condi¢ao de contorno de fluxo nulo
(Neumann homogénea), que simula um tecido eletricamente isolado. Esta condigao

¢é imposta sobre a solugao V' em toda a fronteira 02 e é definida como:

(eVV) - n=0 em OS2 (3.22)

A aplicacao da equacao (3.22) faz com que a integral de fronteira na formulagao

fraca (equagao (3.21)) se anule, resultando na forma final utilizada neste trabalho:

oV

/ XCp——0, dx + / oVV -Vu,de =0, YveV (3.23)
Q ot Q

Para a discretizacao da derivada temporal, empregou-se o esquema de Euler implicito,

uma abordagem de diferencas finitas. Essa funcionalidade foi provida pelo médulo

TimeStepper da biblioteca PETSc, sendo ativada através da opgao de linha de co-

mando -ts_type beuler.

Em todas as simulagoes realizadas nesse estudo foram utilizados os seguintes parametros:
uma capacitancia de membrana de 1.0pF /cm? e uma condutividade de tecido isotrépica

de 0 = 107*S/em.

2. Reacgao: Com a solucao da difusao em cada instante de tempo, atualiza-se o estado
das variaveis celulares através da resolucao do sistema de EDOs do modelo celular

em cada ponto da malha:

~ Iion(V> 77) - [stim) (324)
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Essa separacao permite o uso de métodos numéricos distintos e otimizados para
cada parte do problema, como um método implicito para a EDP de difusao e um explicito
para o sistema de EDOs. Além da otimizacao numérica, essa abordagem oferece uma
grande vantagem em termos de modularidade, pois a implementacao do modelo celular se
torna independente da solucao da difusao, facilitando a integracao de novos modelos sem
alterar a estrutura principal do cédigo. Essa caracteristica local do passo de reacao, onde
cada ponto da malha é tratado de forma independente, também o torna um candidato
ideal para futuras aceleracoes em arquiteturas massivamente paralelas como as GPUs.
Devido a essas vantagens, a separagao de operadores é uma pratica padrao na eletrofisi-
ologia computacional, sendo a abordagem adotada por simuladores consolidados como o

MonoAlg3D e o openCARP.

Passo de Reacao: Modelo de Mitchell-Shaeffer

O termo de reagao ionica (I;,,) foi modelado utilizando o modelo celular fenomenolégico
de Mitchell-Schaeffer (MITCHELL; SCHAEFFER, 2003). Conforme justificado ante-
riormente, este modelo foi escolhido por sua simplicidade, representando as dinamicas
essenciais do potencial de agao com apenas duas equagoes diferenciais ordinarias (EDOs).
Para esse trabalho, foram utilizados os parametros com os valores listados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Parametros do modelo celular de Mitchell-Schaeffer utilizados nas simulacoes.

Parametro | Valor
Tin 0.3
Tout 6.0
Topen 120.0
Telose 150.0
Ugate 0.13

Conforme a estratégia de separacao de operadores, o sistema de EDOs deste
modelo é resolvido em cada ponto da malha apds a conclusao do passo de difusao em
um determinado instante de tempo. Para o seu célculo, foi utilizado o método de Euler
Explicito, devido a sua simplicidade de implementacao. Entretanto, a estabilidade desse
método é fortemente dependente do tamanho do passo de tempo At. Assim, para garantir
a estabilidade numérica, foi necessario adotar um valor suficientemente pequeno (At =

0.02ms), o que, neste trabalho, também define o passo de tempo global da simulagao.
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Embora a estratégia de operator splitting permita, em principio, a utilizacao de passos
distintos para a EDP e as EDOs, optou-se aqui por empregar um unico At para ambas

as etapas.

Implementagao no PETSc

O desacoplamento entre a solucao da EDP e das EDOs, promovido pela separacao de
operadores, permite que a implementacao de cada etapa seja feita de forma modular. A
parte da difusao (EDP) é implementada através das fungoes de residuo e Jacobiana do
PETScFE, como descrito na Secao 3.2.5.

J& a solugao do sistema de EDOs do modelo celular é implementada em uma
funcao auxiliar, aqui chamada de SolveODEs. Esta funcao é registrada no integrador
temporal do PETSc através do comando TSSetPostStage(), para que seja executada
sequencialmente a cada passo de tempo, logo apds a etapa de difusao.

O funcionamento da rotina SolveODEs pode ser resumido nos seguintes passos:

1. Acesso aos Dados: A funcao obtém acesso ao vetor de solucao global V (que
contém o potencial de membrana atualizado pelo passo de difusao) e ao vetor local

que armazena a variavel de porta h do modelo de Mitchell-Schaeffer.

2. Comunicagao Paralela (Scatter): E realizada uma operacao de comunicacao
scatter (DMGlobalToLocal) para distribuir as porgdes relevantes do vetor global
V para vetores locais em cada processo. Isso garante que cada processo tenha a

informagao necesséria para realizar os cédlculos.

3. Céalculo Ponto a Ponto: Em cada processo, a funcao itera sobre os nés da malha
que lhe pertencem. Para cada né, aplica-se um passo do método de Euler Explicito
para resolver o sistema de EDOs do modelo de Mitchell-Schaeffer, atualizando os
valores locais de V e h. Esta etapa ¢é inerentemente paralelizavel, pois o célculo em

um né é independente dos outros.

4. Atualizagao Global (Gather): Apés a conclusao dos célculos locais, uma operagao
de comunicagao reversa gather (DMLocalToGlobal) é executada para atualizar o ve-

tor de solucao global V com os novos valores calculados.
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Dessa forma, a fungao SolveODEs executa o passo de reacao da simulagao, atu-
alizando o estado celular de todo o dominio antes que o proximo passo de difusao seja

calculado pelo PETSc.

Cenarios de Simulacao

Para avaliar o desempenho do simulador, foram definidos dois cenarios de teste, represen-

tando a propagacao de uma onda em tecidos 2D e 3D.

¢ Onda Plana em Dominio 2D: A simulagao foi realizada em um dominio qua-
drado bidimensional com dimensoes de 25000um x 25000um, discretizado com um
espacamento de 250pum. Um estimulo elétrico v = 1 foi aplicado em uma faixa
na lateral esquerda do dominio, definida por x < 0.1 cm (1000pm) como condigao

inicial, para gerar uma frente de onda plana.

e Onda Radial em Dominio 3D: O segundo cenério de simulacao consistiu em dois

testes tridimensionais para avaliar a acuracia e o desempenho em diferentes escalas.

— O primeiro teste, focado na analise de convergéncia, foi realizado em um
dominio retangular de 2.0 cm x 0.7 cm x 0.3 cm. Este cenario ¢ uma adaptagao
do benchmark padrao de Niederer et al. (NIEDERER et al., 2011a), com modi-
ficagoes para alinhar o teste aos objetivos deste trabalho. O modelo celular de
ten Tusscher (TUSSCHER; PANFILOV, 2004) foi substituido pelo de Mitchell-
Schaeffer, e a discretizagao da malha foi ajustada para os niveis de 100, 250 e
500 pm (em vez dos 200 pm originais) para garantir a existéncia de um ponto

central comum em todas as malhas para a analise.

— Adicionalmente, para analisar a escalabilidade paralela (speedup) em um pro-
blema de maior porte, foi conduzido um segundo teste. Este consistiu em uma
simula¢do em um dominio cibico de 4 cm de aresta (40000 pm), utilizando
uma malha com discretizagao de 500 pm e elementos de terceira ordem (Q3), a
fim de avaliar o desempenho do prototipo em um cendrio computacionalmente

mais intensivo.
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Em ambos os casos, o estimulo elétrico foi aplicado em um canto do dominio, na
regiao cubica definida por x,y,z < 1500um, para gerar uma frente de onda com

propagacao radial.

3.3.3 Equacao do Calor Nao Linear

Para validar a implementagao de problemas transientes e nao lineares, foi utilizado como

problema-modelo a equacao do calor nao linear, apresentada em sua forma forte:

%_V¢D@vw:fem9xmj] (3.25)

A nao linearidade do problema reside no coeficiente de difusao D(u), que depende

da prépria solugao u. Para os testes, foi escolhida a seguinte fungao para o coeficiente:
D(u) =1+ u? (3.26)

Para derivar a formulagao fraca, a equacao (3.25) é multiplicada por uma fungao-
teste v e integrada sobre o dominio espacial €). Aplicando-se a integracao por partes ao
termo de difusdo, obtém-se a seguinte forma fraca do problema: encontrar u(t) € H'(Q)

tal que, para toda funcao-teste v € V,

/Q%vdx—l—/QD(u)Vu-Vvdx:/vada:—l—/aQ(D(u)Vu.n)vds (3.27)

Para a verificagao do cédigo, foi novamente empregado o Método das Solugoes
Manufaturadas. Considerou-se o dominio como o quadrado unitario Q = [0,1] x [0,1] e a

seguinte solucao exata:
uexata(xa Y, t) = (1 +x+ Qy)'(eisen(t)) (328>

O termo de fonte f é entao obtido substituindo-se eyt na forma forte da equacao

(3.25)).

f=04z+2y).(—e " —10e™) (3.29)
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Para que o problema transiente seja bem posto, a formulacao fraca é suplementada por
uma condicao inicial e por condig¢oes de contorno, ambas derivadas diretamente da solucao
exata.

Neste problema de verificagao, uma condicao de contorno de Dirichlet é imposta
sobre toda a fronteira do dominio (92). Como a condi¢ao de Dirichlet é valida em toda
a fronteira, temos que v = 0 em 0.

Essa restrigao faz com que o termo de integral de fronteira, que surge da integracgao

por partes, se anule:
/ (D(u)Vu-n)vds =0, poisv =0 em 0 (3.30)
o9

Isso simplifica a formulagao fraca para a forma final a ser resolvida, descrita na
equagao (3.31):

@v d:L’—i—/D(u)Vu‘Vv dr = / fvdz (3.31)
o Ot Q Q

Para a aproximacao desse problema foi feita uma discretizacao do dominio com

2500 elementos e At = 0.1s.

3.4 Meétricas de Avaliacao

Como o objetivo deste estudo é realizar uma andlise quantitativa da biblioteca PETSc,
é necessaria a definicdo de um conjunto de métricas para avaliar tanto a corretude da
implementagao quanto seu desempenho computacional.

Para validar a corretude da implementacao do método dos elementos finitos nos
problemas onde uma solugao exata é conhecida (via MMS), foi utilizada a norma L2 do
erro. Esta métrica quantifica a diferenga global entre a solugdo numérica (uy,) e a solugao

exata (Uezqtq) através da seguinte integral sobre o dominio €2

‘6’L2 = \//Q(uexata - uh>27d37 (332)

A norma L2 do erro é fundamental para a realizacao de estudos de convergéncia,

nos quais se verifica se a taxa de reducao do erro, com o refinamento da malha, corresponde
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a taxa tedrica prevista pelo método.

Além disso, para avaliar a convergéncia dos métodos iterativos de solucao linear
e nao linear, serao contabilizadas as iteracoes do KSP e do SNES. Buscando avaliar o
impacto da natureza do problema e da aplicagao de pré-condicionadores nos respectivos
resolvedores.

Para verificar a eficiéncia da solugao em ambientes de computacao paralela, serao
levantadas as métricas de speedup e de eficiéncia paralela (TROBEC et al., 2018). O
speedup mede o ganho de desempenho obtido ao utilizar p processadores em comparagao

com a execuc¢ao serial:

T
S, = 71 (3.33)
p

onde 7}, ¢ o tempo de execugao com p processadores. O speedup ideal é linear (S, = p).
Para normalizar essa medida, utiliza-se a Eficiéncia Paralela (£,), que avalia a qualidade

da paralelizagao:

E,= (3.34)

Uma queda na eficiéncia com o aumento de p geralmente indica que o custo
relativo da comunicacao entre os processos esta se tornando significativo em comparacao

com o trabalho computacional (TROBEC et al., 2018).

3.5 Ambiente Computacional

Os experimentos de desempenho e escalabilidade foram executados em nés de um cluster
cujas especificacoes de hardware e software sao detalhadas na Tabela 3.2, garantindo assim

a reprodutibilidade dos resultados.
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Tabela 3.2: Especificagoes do Ambiente Computacional.

Componente \ Especificacao

Mdaquina 1
Processadores 2 x AMD Opteron 6272 @ 2.1 GHz (Total: 32 nucleos)
Memoéria 31 GiB de RAM
Rede de Interconexao | Infiniband

Mdquina 2
Processadores 2 x AMD EPYC 7713 @ 3.67 GHz (Total: 128 nticleos)
Meméria 503 GiB de RAM
Rede de Interconexao | Infiniband

Software

Sistema Operacional | Rocky Linux 9.6
Compilador GCC 13.2.0
Biblioteca MPI MPICH 4.3.0

Biblioteca PETSc Versao 3.23.3
Biblioteca Hypre Versao 2.32.0
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4 Resultados

Este capitulo apresenta os resultados obtidos a partir da aplicagao da metodologia descrita
anteriormente. A andlise estd dividida por problema-teste, iniciando-se com a verificacao

da implementagao e seguindo para os estudos de caso e performance.

4.1 Equacao de Poisson

A primeira etapa da analise de resultados consiste em verificar a corretude da imple-
mentacao do método dos elementos finitos. Para isso, foi utilizado o problema da equagao
de Poisson com uma solugao manufaturada, conforme detalhado na Metodologia (Segao
3.3.1).

A Figura 4.1 apresenta a solugdo numérica obtida em uma malha de 32 x 32
elementos. Observa-se que a solugao aproximada captura qualitativamente o comporta-
mento da solugdo exata escolhida, com os valores méximos (em vermelho) e minimos (em

azul) localizados corretamente no dominio.

Figura 4.1: Solucao aproximada da equacao de Poisson.

1.0
[0.8
—-06

—-04

[ 02
0.0

Fonte: O autor.

Para uma validacao quantitativa, foi realizado um estudo de convergéncia, onde
a simulagao foi executada em uma sequéncia de malhas sistematicamente refinadas (8 x 8,
16 x 16, 32 x 32, etc.). Foram utilizados elementos de diferentes ordens (Q1, Q2, Q3 e

Q4), que correspondem ao uso de polindémios de aproximagao de grau um (linear), dois
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(quadrdatico), trés (cibico) e quatro (quartico), respectivamente. O erro entre a solugao

numérica e a exata foi calculado utilizando a norma L2. A Tabela 4.1 compila os resultados

numeéricos, incluindo a ordem de convergéncia do erro (p) calculada, que teoricamente deve

seguir a relacao p =k + 1.

Tabela 4.1: Resultados do estudo de convergéncia para a equagao de Poisson com elemen-

tos Q1, Q2, Q3 e Q4.

Malha Q1 (k=1) Q2 (k=2) Q3 (k=3) Q4 (k=4)
Erro L2 ErroL2| p |ErroL2| p |ErroL2| p
8x8 6.41E-03 2.06E-04 | - 4.46E-06 | - 8.23E-08 | -
16x16 1.60E-03 | 2.00 | 2.50E-05 | 2.99 | 5.10E-07 | 4.00 | 8.00E-09 | 5.00
32x32 4.01E-04 | 1.99 | 3.13E-06 | 3.00 | 3.20E-08 | 3.99 | 2.50E-10 | 5.00
o height64x64 | 1.00E-04 | 2.00 | 3.92E-07 | 3.00 | 2.00E-09 | 4.00 | 7.81E-12 | 5.00
128x128 2.50E-05 | 2.00 | 4.90E-08 | 3.00 | 1.25E-10 | 4.00 | 2.44E-13 | 5.00

A Figura 4.2 visualiza esses dados em um grafico log-log do erro L2 em funcao

do nimero de elementos utilizados para discretizar o dominio. Neste tipo de grafico, a

inclinacao da reta corresponde a ordem de convergéncia.
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Figura 4.2: Grafico de convergéncia do erro da equagao de Poisson.

A andlise dos resultados confirma que a implementacao esta correta. A Tabela

4.1 mostra que a ordem de convergéncia (p) calculada para os elementos Q1 aproxima-

se de 2, enquanto para os elementos Q2 aproxima-se de 3 e assim por diante.

Este
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comportamento esta em excelente concordancia com a taxa teodrica esperada de p = k+1,
para um elemento (), validando quantitativamente o cédigo desenvolvido.

E importante ressaltar que a mudanca entre os diferentes graus de elemento foi
realizada através de uma unica opgao de linha de comando (-petscspace_degree), sem
qualquer alteracao no cédigo ou na malha, o que demonstra a flexibilidade fornecida pela

infraestrutura do PETSc.

4.2 Modelo Monodominio

Esta secao apresenta os resultados obtidos com o protétipo de simulador utilizando o
monodominio. Conforme detalhado no capitulo de Metodologia (Se¢ao 3.3.2), foi im-

plementado um solucionador para a equacao de reacao-difusao utilizando a biblioteca

PETSc.

4.2.1 Onda Plana

O primeiro cenario de teste avalia a simulacao de uma onda plana no dominio 2D. A anélise
se inicia com uma validagao qualitativa do protétipo, para verificar se o comportamento
fisico do fenomeno é reproduzido corretamente, seguida por uma investigacao quantitativa
do desempenho do solucionador e da escalabilidade paralela.

Primeiramente, a Figura 4.3 apresenta a validacao visual do simulador. Os ins-
tantaneos da simulacdo (Figura 4.3a e Figure 4.3b) demonstram a propagacdo de uma
frente de onda uniforme, como esperado. Nessas imagens, vemos uma graduacao de cor
que indica o potencial transmembranico das células, variando de 0 (em azul) até 1 (em
vermelho).

Adicionalmente, o grafico do potencial de acao para o ponto central do dominio
(Figura 4.4) confirma que o simulador reproduz com sucesso a morfologia caracteristica
do modelo de Mitchell-Schaeffer.

Para analisar o impacto dos pré-condicionadores na convergéncia do método do
Gradiente Conjugado, a simulacao foi executada com trés configuragoes distintas: sem pré-

condicionador, com o pré-condicionador Jacobi (nativo do PETSc) e com ILU (via Hypre).
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Figura 4.3: Propagacao da onda plana no dominio 2D.
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Figura 4.4: Potencial de agao de ponto no centro do dominio.

Esta andlise foi repetida tanto para elementos finitos lineares (Q1) quanto quadraticos
(Q2). A Tabela 4.2 resume o nimero médio de iteracoes do KSP necessérias para a
convergéncia a cada passo de tempo em cada cenario.

Os resultados na Tabela 4.2 demonstram que o pré-condicionador ILU oferece a
maior reducao do numero de iteracoes para ambos os tipos de elementos. Além disso,
nota-se que a mudancga de grau polinomial nao apresenta grande impacto no nimero de
iteragoes dos pré-condicionadores.

Para analisar a escalabilidade da implementacao, foi realizado um teste de esca-
labilidade forte na Maquina 1 (Tabela 3.2). A metodologia consistiu em fixar o tamanho
do problema em 25mm x 25mm, discretizado com 50 x 50 elementos, e variar o nimero

de processadores. Para garantir a robustez estatistica dos resultados, cada cendrio foi
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Tabela 4.2: Analise de pré-condicionadores com base no nimero de iteracoes do KSP

Elemento Pré-condicionador | N2 Médio de Iteracoes
Q1 (Linear) Nenhum 17.20

Jacobi 7.71

ILU (Hypre) 1.99
Q2 (Quadratico) | Nenhum 18,97

Jacobi 7.54

ILU (Hypre) 1.99

executado cinco vezes, e o tempo de execucao reportado corresponde a média aritmética
destes testes, com o desvio padrao permanecendo inferior a 1,5% da média em todos os
casos. As métricas de speedup e eficiéncia foram entao calculadas com base neste tempo
médio. Os testes foram realizados para todas as configuracoes de pré-condicionador e tipo
de elemento, a fim de avaliar nao apenas o desempenho geral, mas também o impacto de

cada componente na performance paralela.

Tabela 4.3: Resultados de tempo e speedup para o caso 2D (Elementos Q1).

N? de ILU (Hypre) Jacobi Nenhum

Proc. Tempo (s) Speedup Tempo (s) Speedup Tempo (s) Speedup
1 3055.32 £ 45.78 1.0 3161.86 + 47.43 1.0 3387.93 + 50.82 1.0
2 1773.79 4+ 23.93 1.72 1686.35 + 22.88 1.87 1659.32 4+ 22.10 2.00
4 923.99 £+ 10.16 3.31 939.06 + 10.40 3.37 932.42 4+ 10.25 3.63
6 689.40 £+ 7.23 4.43 695.57 £+ 7.31 4.55 694.87 + 7.30 4.88
8 553.20 £ 5.81 5.52 536.42 £+ 5.63 5.89 557.91 4+ 5.87 6.07
10 462.98 + 4.58 6.60 458.05 4+ 4.52 6.90 474.21 £ 4.71 7.14
12 410.54 4+ 4.09 7.44 393.14 £+ 3.93 8.04 421.34 4+ 4.21 8.04

Tabela 4.4: Resultados de tempo e speedup para o caso 2D (Elementos Q2).
N? de ILU (Hypre) Jacobi Nenhum

Proc. Tempo (s) Speedup Tempo (s) Speedup Tempo (s) Speedup
1 5917.69 + 88.75 1.0 6243.62 + 93.65 1.0 6709.95 £ 100.65 1.0
2 3324.55 + 46.54 1.78 3280.76 + 45.93 1.90 3429.03 + 48.10 1.96

4 1923.05 £ 21.15 3.08 1729.40 £+ 19.10 3.61 1907.22 £+ 20.55 3.52
6 1369.51 £ 15.42 4.32 1261.40 £ 14.20 4.95 1360.68 £ 15.28 4.93
8 1080.27 £ 12.42 5.48 1055.58 £ 12.12 5.91 1103.74 £+ 12.65 6.08
10 917.26 + 10.10 6.45 881.43 £ 9.74 7.08 939.83 + 10.38 7.14
12 804.97 £+ 8.45 7.35 766.76 £ 8.05 8.14 824.86 + 8.65 8.13

A andlise dos resultados de escalabilidade, apresentados nas Tabelas 4.3 e 4.4,
revela um importante balango (trade-off) entre o custo de cada pré-condicionador, seu
poder de convergéncia e sua eficiéncia em ambiente paralelo.

Observando os tempos de execucao absolutos, nota-se um resultado significativo:
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para ambos os tipos de elemento (Q1l e Q2), o pré-condicionador Jacobi apresentou o
menor tempo de solugdo na maioria das configuracoes. Embora a andlise de iteracoes
tenha mostrado que o ILU é muito superior na reducao do ntimero de passos do KSP, o
custo computacional de aplicar este pré-condicionador mais complexo a cada iteracao foi,
para este problema, maior do que o beneficio obtido. O Jacobi, por sua vez, representa
um meio-termo eficaz, onde seu baixo custo de aplicacao compensa um nimero maior de
iteragoes em comparagao com o ILU.

Embora a configuragao sem pré-condicionador tenha sido a mais lenta em tempo
de execucao absoluto, ela demonstrou o comportamento de escalabilidade um pouco me-
lhor para a maioria dos casos, especialmente no caso Q2. Isso ocorre porque este método
possui o menor overhead de comunicacao e sincronizacao por iteracao, fazendo com que
a adicao de processadores resulte em um ganho de velocidade mais linear.

Finalmente, ao comparar os resultados entre os elementos Q1 e Q2, percebe-
se que as simulagdes com elementos quadraticos (Q2) apresentaram uma escalabilidade
ligeiramente superior. Este comportamento é esperado, pois a maior carga computacional
dos elementos Q2 ajuda a “mascarar” a laténcia da comunicacao, melhorando a razao entre
computacao e comunicagao, o que resulta em uma eficiéncia paralela mais alta.

Em suma, para o problema da onda plana 2D neste ambiente, a estratégia de

usar um pré-condicionador leve como o Jacobi ofereceu a melhor performance global.

4.2.2 Dominio 3D

O segundo cenario de simulacao eleva a complexidade para um dominio tridimensional,
reproduzindo o experimento definido por um benchmark de eletrofisiologia (NIEDERER
et al., 2011a) com algumas modificagbes, descritas na se¢ao (3.3.2). O objetivo principal
desta andlise é comparar a acuracia de elementos finitos de diferentes ordens (Q1, Q2 e
Q3) na captura do tempo de ativagdo em pontos distantes da origem do estimulo.
Contudo, antes da analise quantitativa, a Figura 4.5 apresenta a validacao quali-
tativa da simulagao. Os instantaneos da simulacao em trés momentos distintos demons-
tram o comportamento esperado: um estimulo aplicado em um dos cantos do dominio

gera uma frente de onda com propagacao radial, que avanca de forma aproximadamente
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esférica até interagir com as fronteiras do bloco. Esta evolugao consistente valida a correta

implementagao do modelo para o cenario 3D.

Figura 4.5: Evolugao da frente de onda radial a partir do estimulo aplicado no canto do
dominio 3D.
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Fonte: O autor.

Com a validacao qualitativa estabelecida, a andlise quantitativa foca na com-
paracao entre o refinamento de malha (refinamento-h) e o aumento do grau do polinémio
de aproximacao (refinamento-p). A expectativa tedrica é que, ao refinar a malha (dimi-
nuir o tamanho h do elemento), a solu¢do numérica convirja para o valor real. A hipdtese
a ser investigada é se o aumento do grau do elemento (e.g., de Q1 para Q2) pode forne-
cer uma acuracia similar ou superior a um refinamento de malha, porém com um custo
computacional menor.

Para esta andlise, a métrica de interesse foi o tempo de ativacao, medido sobre
pontos na diagonal do dominio. Como nao ha solucao analitica para este problema, uma
solucao de referéncia foi gerada a partir de uma simulagao com alto grau de refinamento
(elementos Q2 com discretizagao de 100 pm). Cada simulagao-teste foi executada por um
tempo total de 500ms. O erro de cada simulagao-teste é entao calculado em relacao a
essa referéncia como apresentado na Figura 4.6 para o caso de teste com discretizagao de
500um com elementos de primeira ordem.

A Figura 4.7 ilustra a convergéncia do erro para as diferentes configuragoes tes-
tadas. Complementarmente, a Tabela 4.5 apresenta o custo computacional de cada si-
mulagao, reportado como o tempo de execu¢ao medido na Méaquina 1 (Tabela 3.2).

A andlise quantitativa, apresentada na Figura 4.7 e na Tabela 4.5, permite ex-
trair conclusoes importantes sobre a eficiéncia das estratégias de refinamento. Para os
elementos QQ1, observa-se a convergéncia esperada: ao refinar a malha, o erro no tempo

de ativacao diminui consistentemente, porém com um custo computacional que cresce
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Figura 4.6: Comparacao entre tempos de ativacao na diagonal do dominio.
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Fonte: O autor.

Tabela 4.5: Custo computacional e niumero de graus de liberdade (DoF) para as diferentes
configuragoes no benchmark 3D.

Elemento | Discretizagao (um) | N2 de Graus de Liberdade (DoF) | Tempo (s)
Q1 500 pum 4305 316
Q2 500 pm 30537 1304
Q1 250 pm 30537 1319
Q3 500 pm 98767 6653
Q2 250 pm 229425 9058
Q1 100 pm 442281 18946
Q2 100 pm (Referéncia) 3448581 186117

drasticamente, chegando a superar 5 horas de execucao.

O resultado mais significativo, contudo, é a comparacao entre a acuracia e o
custo observada na Figura 4.8. A simulagao com elementos Q2 na malha de 250 pm nao
sO alcangou um erro menor que o da simulacao com Q1 na malha mais fina de 100 pm
(erro de 0.04 contra 0.14 na diagonal), como o fez utilizando aproximadamente metade
do tempo computacional (9058s contra 18946s).

A vantagem do refinamento-p é ainda mais evidente no caso dos elementos Q3: a
simulac¢ao na malha mais grossa (500 pm) obteve uma acuracia compardvel a da simulagao

Q2 de 250pm, mas com um custo computacional quase trés vezes menor que o da melhor
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Figura 4.7: Erro no tempo de ativacao de elementos da diagonal para cada discretizacao
e polinomio de aproximacao.
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simulagao Q1 (6653s contra 18946s).

Esses resultados demonstram de forma quantitativa que, para este problema, o
aumento do grau do polindmio de aproximacao ¢ uma estratégia computacionalmente
mais eficiente para a obtencao de resultados acurados do que o refinamento extensivo da
malha com elementos de baixa ordem.

Para avaliar o desempenho do protétipo em um cendario computacionalmente mais
intensivo, foi conduzido um teste de escalabilidade com um tempo de simulagao de 10ms
em um dominio cibico de 4 cm de aresta descrito na Segao 3.3.2, utilizando elementos de
terceira ordem (Q3) de aresta 500um (configuracao de melhor custo-beneficio observado
na Tabela 4.5). O objetivo foi analisar a performance dos pré-condicionadores Jacobi e
ILU em um problema com um nimero significativamente maior de graus de liberdade
(13997521).

A Tabela 4.6 compila os resultados de tempo de execucgao, speedup e eficiéncia
paralela para até 128 processadores na Maquina 2 descrita na Tabela 3.2.

Os resultados deste teste sugerem uma inversao no comportamento de desempe-

nho observado nos cendrios anteriores. Para este problema, maior e computacionalmente
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Figura 4.8: Grafico comparando a diferenca no tempo de ativacao em relagao a solucao
de referéncia com o tempo de execucao para obtencao desse resultado.
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Tabela 4.6: Resultados de escalabilidade para o benchmark 3D em larga escala (4cm, Q3).

N? de ILU (Hypre) Jacobi
Proc. (p) | Tempo (s) Speedup Efic. | Tempo (s) Speedup Efic.
1 11449.88 1.00 1.00 81036.71 1.00 1.00
2 5753.71 1.99 1.00 40927.63 1.98 0.99
4 2862.52 4.00 1.00 21202.70 3.82 0.96
8 1567.63 7.30 0.91 11439.40 7.08 0.89
16 732.42 15.63 0.98 5799.02 13.97 0.87
32 429.14 26.68 0.83 3139.79 25.81 0.81
64 355.57 32.20 0.50 2929.85 27.66 0.43
128 262.74 43.59 0.34 2198.64 36.86 0.29

mais denso, o pré-condicionador ILU se mostrou significativamente mais rapido em tempo

de execucao absoluto em todas as contagens de processadores.

A razao para essa inversao fica clara ao se analisar o niimero médio de iteragoes

do KSP por passo de tempo: enquanto a configuragao com ILU convergiu em apenas

2.3 iteracoes, a com Jacobi exigiu 336.64 iteracoes.

A complexidade do ILU, que era

um overhead nos problemas menores, torna-se uma vantagem decisiva aqui. O custo de

realizar mais de 300 iteracoes com Jacobi a cada passo de tempo se torna o principal

gargalo, superando em muito o custo de aplicagao do pré-condicionador ILU, que é mais

robusto. Este resultado evidencia que a escolha do pré-condicionador étimo é altamente

dependente da escala e da complexidade do problema a ser resolvido.
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4.3 Equacao do Calor Nao Linear

A tltima analise de caso de teste foca na capacidade do framework de resolver problemas
transientes com nao linearidade no termo de difusao, utilizando a equagao do calor nao
linear como modelo. Conforme detalhado na Metodologia, este problema exige a aplicagao
de um solucionador para sistemas nao lineares a cada passo de tempo. O objetivo desta
secao é avaliar a eficiéncia e a robustez do solucionador SNES do PETSc para esta tarefa.

O termo fonte calculado através do MMS a partir da solucao exata exposta na
secao de metodologia implica em simulacao oscilatéria no tempo como demonstrado pela

Figura 4.9
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Figura 4.9: Solucao oscilatéria de equagao de calor nao linear.

Para quantificar o desempenho, foi monitorado o nimero de iteragoes do SNES
(utilizando o método de Newton com line search, SNESNEWTONLS) necessérias para atingir
a convergéncia a cada passo de tempo da simulagao. A simulacgao foi executada com um
passo de tempo At = 0.1s, em uma malha bidimensional com 2500 elementos, e uma
tolerancia de convergéncia para o SNES de 107® na norma do residuo. A Figura 4.10
apresenta a evolucao deste niimero de iteragoes ao longo do tempo.

A Figura 4.10 indica a robustez do solucionador nao linear. O ntimero de iteragoes
do SNES por passo de tempo permaneceu na faixa de 3 a 6, independentemente do
precondicionador utilizado para o KSP, indicando que o método de Newton convergiu de
forma rapida e estavel, mesmo com a presenga da nao linearidade no coeficiente de difusao
e uma solugao oscilatoria. Essa performance sugere que a abordagem do PETSc é uma
base sélida para a simulacao de problemas mais complexos, como os de eletromecanica

cardiaca.
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Figura 4.10: Numero de iteracoes do SNES por passo de tempo para a solucao da equacao
do calor nao linear.
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Tabela 4.7: Comparativo de desempenho dos pré-condicionadores para a equacao do calor
nao linear.

Pré-condicionador | Tempo de Execugao (s) | Total de Iteracoes do KSP
ILU (Hypre) 23.12 20242
Jacobi 27.99 82412
Nenhum 32.45 138717

Complementando a analise, a Figura 4.11 detalha o desempenho do solucionador
linear (KSP), que é invocado a cada iteracao do SNES. Observa-se que o numero de
iteracoes do GMRES nao é constante, mas varia ao longo da simulagao, refletindo a
natureza oscilatéria do problema. Em momentos de maior variacao da solugao, a solucao
do sistema se torna numericamente mais complexa, exigindo um maior niimero de iteragoes
do solucionador linear. Adicionalmente, o grafico confirma o impacto esperado dos pré-
condicionadores: a configuracao com ILU consistentemente exigiu o menor nimero de
iteragoes, seguida pela Jacobi e, por fim, pela abordagem sem pré-condicionador (grafico
legendado com “none” em Figura 4.11), que apresentou o maior custo iterativo.

O impacto dessa reducao de iteracoes no tempo de execucao total é quantificado
na Tabela 4.7. Apesar do maior custo computacional por iteragao, a abordagem com
o pré-condicionador ILU resultou no menor tempo de solugao absoluto (23.12 s), sendo
aproximadamente 17% mais rdpida que a com Jacobi e 28% mais rapida que a sem pré-

condicionador. Este resultado demonstra que, para problemas nao lineares onde o sistema
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Figura 4.11: Numero de iteracoes do GMRES por passo de tempo para solucao da equacao
do calor nao linear com diferentes pré-condicionadores.
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linear interno € resolvido muiltiplas vezes, a escolha de um pré-condicionador robusto como
o ILU é crucial para a eficiéncia computacional, pois o ganho obtido pela drastica reducao

no numero total de iteracoes supera o seu custo de aplicacao.
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5 Conclusoes

O presente trabalho teve como principal objetivo avaliar a biblioteca PETSc como uma
ferramenta para aprimoramento de simuladores de eletrofisiologia do coracao em ambien-
tes paralelos usando o método dos elementos finitos.

Para atingir esse objetivo, primeiramente foi avaliada a implementagao do DM-
PLEX e do PETScFE em relacao a taxa de convergéncia tedrica através da resolugao da
equacao de Poisson com diferentes graus para os polinomios de aproximacao. Os resulta-
dos mostraram concordancia com as taxas esperadas descritas na literatura tedrica sobre
elementos finitos.

Em sequéncia foi analisado o impacto de dois pré-condicionadores - o Jacobi,
implementado nativamente no PETSc, e a decomposicao LU incompleta (ILU), imple-
mentada na biblioteca Hypre - sobre o niimero de iteragoes do método do Gradiente Con-
jugado resolvendo o problema da eletrofisiologia cardiaca 2D e o seu respectivo tempo de
execucao. Foi observado que ao aplicar o pré-condicionador ILU houve a maior reducao
no numero de iteracoes e o menor tempo de execucao serial, porém o Jacobi apresentou
o maior speedup e eficiéencia paralela, atingindo tempos de execucao inferiores com mais
processadores, se comparado com o ILU.

Utilizando o protétipo de simulador de eletrofisiologia, também foi possivel reali-
zar uma analise do aumento do custo computacional ao refinar o dominio do problema ou
aumentar o grau do polinomio de aproximacao. Foram comparados os tempos de ativacao
em pontos da diagonal principal do dominio e observou-se que, utilizando polinomios de
grau de aproximacao maiores, ¢ possivel diminuir o erro obtido com uma malha mais
grosseira e em muito menos tempo.

Adicionalmente, foi conduzido um teste de escalabilidade em um dominio 3D de
larga escala, com aproximadamente 14 milhoes de graus de liberdade, para avaliar os pré-
condicionadores em um cenario computacionalmente mais intensivo. Neste caso, o pré-
condicionador ILU demonstrou um desempenho superior em todas as métricas avaliadas.

A simulagao com ILU foi significativamente mais rapida em tempo de execucao absoluto
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e também apresentou um speedup mais elevado em comparacao com o Jacobi. A razao
para essa superioridade fica clara ao se analisar o nimero médio de iteracoes do KSP por
passo de tempo: enquanto a configuracao com ILU convergiu em apenas 2.3 iteragoes, a
com Jacobi exigiu 336.64 iteracoes. O alto custo iterativo do Jacobi tornou-se o principal
gargalo da simulacao, evidenciando a eficacia do pré-condicionador ILU para problemas
de grande porte.

Por fim, a robustez do framework foi confirmada com a solucao da equacgao do
calor nao linear, na qual o solucionador SNES convergiu com um nimero baixo e estavel
de iteragoes, indicando que a ferramenta possui potencial de aprimoramento nao apenas
de simuladores de eletrofisiologia, mas também de problemas mecanicos e eletromecanicos
do coracao.

Em suma, é possivel entao concluir que o PETSc é uma poderosa ferramenta para
o aprimoramento de simuladores de eletrofisiologia cardiaca, fornecendo uma grande gama
de ferramentas e um alto grau de personalizacao. Além disso, vale ressaltar o observado
em relacao a auséncia de uma configuragao perfeita para todos os casos, visto que ocorre
geralmente um balanco entre performance, niimero de iteragoes do método e qualidade
da solucao.

Reconhece-se que este estudo possui limitacoes, como o uso de um modelo celu-
lar fenomenolégico e a exploragao de um subconjunto das ferramentas disponiveis. Tais
limitacoes, contudo, abrem caminho para trabalhos futuros. Sugere-se a aplicacao da
metodologia a modelos celulares biofisicamente detalhados, a utilizacao de malhas que re-
presentem a anatomia real do coragao humano e a realizagao de testes incluindo analises
de escalabilidade fraca. O protétipo desenvolvido e a validacao do solucionador nao
linear servem como uma base sélida para a futura implementacao do acoplamento ele-
tromecanico, um passo importante para a criagao de modelos cardiacos mais completos e

realistas.
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