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Resumo

Dados em larga escala sao cada dia mais comuns para a computacao. Tais dados ge-
ram uma classe de servigo que impoe fortes requisitos na infraestrutura e no ambiente
de execucao. Nesse trabalho estudamos uma representacao de grandes volumes de da-
dos a partir da Transformada de Fourier. Apresentamos caracteristicas que tornam a
transformada 1til na representacao de séries temporais, operacoes que podem ser feitas
com os dados representados pela transformada e exemplos de preditores e geradores de
carga implementado a partir desses estudos. Nos experimentos, se alcancou aumentos na

velocidade do algoritmo sem uma perda substancial da qualidade dos seus resultados.

Palavras-chave: Processamento, Comprimido, Dominio, Transformada, Fourier, Pre-

visao.



Abstract

Big Data are increasingly more common for computation, Those datas generate the class of
service that require strong requisits on infrastructure and at the execution ambient. Here
is studied the representation of big data volumes with the Fourier Transform. We present
some caracteristics that make the Fourier Transform usefull at functions representation,
operations that can be made with represented datas by the transformed and exemples of
predicts and implemented charge generators from those studies, with the objective to rise

up the algorithm velocity without a substancial loss quality of results.

Keywords: Processing, Compressed, Domain, Transform, Fourier, Prediction.
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1 Introducao

Com a evolugao dos sistemas computacionais, a tendéncia de midias ou outras formas de
representacoes de informagao que sao baseadas em grandes volumes de dados se torna-
ram algo comum no cotidiano. Em geral, esses dados sao muito utilizada por empresas
prestadoras de servico como jornais, revistas e radios, ou por uma necessidade e interes-
ses pessoais, como ocorre em redes sociais, onde ¢ exigido sempre maiores demandas de
informacao (Stone et al, 2014).

Portanto, se torna notério a existéncia da necessidade desses setores oferecerem
ou armazenarem essas informacgoes da melhor forma. Sob essa necessidade, estudos sobre
a eficiéncia na compactagao envio ou manipulacao de midias se tornam uma realidade do
meio académico. Em particular, para a economizar no custo de armazenamento e envio,
a maioria das midias sdo guardadas em formato compactado (Dugad et al, 2001). Neste
contexto, a compactacao pode ser vista como um ramo da teoria da informacao na qual
se objetiva e estuda a transmissao de menores quantidades de dados (Lelewe et al, 1987).

O processamento em um dominio comprimido ocorre quando algum dado, em
seu estado comprimido, recebe alguma manipulagao. Historicamente, varios processos
sao usados para compactacao de dados, em especifico, o uso de transformadas é muito
comum. O padrao de imagens JPEG, por exemplo, em suas varias implementacoes, ja
usou para compactagao a DCT (Transformada Discreta do Cosseno) um caso especifico
da Transformada de Fourier (Hu et al, 2010) e sua ultima versdo JPEG 2000 utiliza
principalmente Wavelets para o processo de compactacao (Marcellin et al, 2000). No caso
de sons, temos o exemplo dos formatos MP1, MP2 e MP3 do padrao MPEG audio e MPEG
Video que utilizam variagoes da Transformada de Fourier também para a compactagao
(Mitchell et al, 1997).

Em Santos et al (2004), por exemplo, tem-se que cada coeficiente da Transformada
de Fourier integra a representacao de um harmonico fundamental da funcao. Pode-se in-
terpretar a transformada como uma “soma de infinitos harmonicos cujas frequéncias sao

multiplos inteiros de sua frequéncia fundamental”. Cada coeficiente na Transformada de
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Fourier representa uma curva periddica da funcao. Essa propriedade, de evidenciar curvas
periddicas, é um dos motivos pelos quais a Transformada de Fourier e suas derivadas sao
muito utilizadas para compressao nos principais formatos de midia. Ao evidenciar partes
periddicas, partes aperiddicas ou aleatorias da fungao, que em geral sao menos importan-
tes, se tornam mais facilmente identificadas e ignoradas. Assim, pode-se representar a
fungdo com menos dados ou realizar uma compressao com perdas (Hu et al, 2010). Nesse
caso ocorre uma compactacao com perdas pois, é a partir da retirada de informagoes me-
nos importantes que consegue-se uma representacao com menores quantidades de dados,
ou seja, um dado comprimido.

Transformadas como essas, em geral, sao aplicagoes que levam vetores de um
espaco vetorial em outro e nesse novo espaco de vetores os dados sao apresentados de
uma nova forma e podem representar a informacao original com menores quantidades
de dados. Com isso algoritmos desenvolvidos em cima desses dominios, por conterem
menores dados, necessitam percorrer menores conjuntos para realizar seus objetivos.

Portanto, sob o efeito dessas transformadas, novas formas de manipulacao desses
dados sao necessarias. Com a Transformada de Fourier, pode-se considerar que passa-se
a manipular frequéncias fundamentais. Porém, estudos que analisam e propoem algorit-
mos de manipulagao desses dados em sua forma comprimida ja sao comuns com exemplos
facilmente encontrados na literatura. Alguns exemplos que utilizam a DCT nesse pro-
cesso podem ser citados como um estudo das mudangas no tamanho de imagens (Dugad
et al, 2001), incorporagao de marcas d’dgua em videos (Meng et al, 1998), deteccao e
rastreamento de sons (Wang et al, 2001) e sumarizagao de musicas (Shao et al, 2004).

Ainda é muito comum encontrar livros que trazem varias aplicacoes onde trans-
formadas como a DCT sao utilizadas. Em Rao et al (2014), por exemplo, encontram-se
aplicagoes da DCT como filtragens e codificagoes de imagens, compressao de dados, reco-
nhecimento de padroes, entre outros.

O problema, entao, se compoe em tentar aplicar essas possiveis melhorias geradas
pelas transformadas em diversas areas, no caso de Big Data, mesmo processamentos
simples podem ser custosos pelo tamanho dos dados utilizados. Nesse contexto, viu-se que

algumas transformadas sao muito utilizadas para compactacao e, em outros momentos,
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para realizacao de algum processamento. Portanto o problema do trabalho consiste em
unir esses dois problemas afim de atacar a lentidao que pode existir em processamentos
em Big Data. Em um tnico contexto, com o apoio de uma transformada, pretende-se
compactar os dados e, depois, com os dados compactados, realizar algum processamento
neles. Para isso, inicialmente tem-se que considerar uma forma de representar os dados do
problema no dominio comprimido; pensar em quais propriedades que se quer considerar
das informagoes disponiveis; e selecionar um conjunto de transformadas que aplicadas a
esses dados mantenha suas informagoes importantes e torne sua manipulagao facil.

Apos isso, é considerado também quais operacoes que podem ser realizadas nesse
novo dominio, afim de aplica-las em processamentos futuros. Precisa-se permitir que
operacoes realizadas no dominio original dos dados sejam possiveis de ser realizadas
no dominio comprimido mantendo sua eficiéncia computacional ou a melhorando. Tal
condicao é necessaria pois, a aplicacao do processamento em uma nova representacao de
dados, nao faria sentido se nao obtivesse melhorias em relacao a forma original.

A aplicagao de transformadas, objetivando a compactagao, pode gerar erros para
os dados. E necessério analisar o quanto de erro se produz enquanto mais se compacta
os dados. No contexto de problemas da area de Big Data. Tem-se, o problema do
alto nimero de dados que dificulta a andlise necessaria para o processo, necessitando
de uma forma diferenciada que andlise esses dados de forma mais eficiente. A partir
dessa dificuldade surge a motivacao, ao considerarmos que a Big Data se torna uma
realidade, solugoes criativas devem ser geradas para esses problemas. Considerando que
a Transformada de Fourier foi criada em 1822, que em 1975 N. Ahmed, T. Natarajan and
K. R. Rao ja criara um algoritmo rapido para realizé-la (Ahmed et al, 1974). Em 1965,
Cooley e Tukey(Cooley et al, 1965) desenvolveram a DCT, uma cldssica modificagdo da
Transformada de Fourier. Nota-se que o desenvolvimento gerado a partir da transformada
é alto e rapido, o que estimula a acreditar na sua alta eficiéncia na solucao de varios
problemas, incluindo problemas da area de Big Data.

Veja que um termo que serd bastante utilizado nesse trabalho é o termo Big
Data, porém, Magcada et al (2015) considera que ele estd sujeito a algumas caraterizagoes

que sao descritas por 5 V’s: Volume, Velocidade, Variedade, Veracidade e Valor. Onde
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o Volume representa os altos volumes de dados. Velocidade que implica na velocidade
em que tais dados devem ser tratados. Variedade que implica que os dados podem ser
compostos por varios tipos com caracteristicas diferentes. Veracidade que implica que
sua base de dados deva ser confiavel e, por fim, Valor que traz a importancia de aplicar
trabalho a um conjunto de dados. Dos 5 V’s, o Big Data usado neste trabalho requer altos
volumes para implicar melhorias na velocidade de compactacgao, velocidade por objetivar
aumentar a velocidade de tratamento desses dados. Veracidade, em considerar que a
maior parte dos dados representam informacoes reais e valor, ja que o trabalho é feito em
cima de problemas reais. O 1nico nao representativo no trabalho é a Variedade ja que,
em geral, o trabalho é totalmente feito com func¢oes unidimensionais.

Considerando toda teoria explicitada acima, acredita-se que é possivel definir
um conjunto minimo de operagoes atuando em dominios comprimidos conhecidos, ao
qual dados compactados podem sofrer qualquer tipo de alteracao. Assim, o objetivo é a
criacao de um conjunto de operagoes que permitam a execuc¢ao de diversos algoritmos em
dados compactados.

Para isso, esse trabalho apresenta os seguintes objetivos. Inicialmente, quer-
se indicar representacoes de dados que consigam modificacoes de forma mais rapida e
eficiente. Assim como analisar formas com as quais essas manipulagoes, sobre os dados,
poderao ser feitas. Na analise do erro gerado na utilizagao da transformada objetiva-se
criar padroes que evidenciem a qualidade que determinada operagao pode ter em um
problema.

Para isso, inicia-se esse trabalho contextualizando a principal transformada uti-
lizada, a Transformada de Fourier, sera apresentada sua férmula e uma analise sobre ela.
Sera mostrado o funcionamento da compacta¢ao com mudanca de dominio, por que ela é
possivel e quando ela é indicada, serao mostrados casos bons e ruins onde a compactagao
gera resultados proximos ou muito distantes das funcao original .

Sera percorrida a literatura em busca de leis que regem as transformadas e que
possam ser uteis futuramente. A partir dessas leis e de implicagoes que surgem das
formulas, é desenvolvido operagoes que podem ser realizadas no dominio comprimido.

Sao analisadas essas operagoes em diversos contextos, tentando evidenciar momentos em
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que podem ou nao ser 1teis, abrindo um leque de possiveis algoritmos que poderiam ser
otimizados.

Por fim, apds toda definicao gerada, é aplicado as operacoes criadas em problemas
reais a fim de possibilitar sua analise. E aplicada a transformada em algoritmos de
previsao classicos na literatura, aplicando o algoritmo modificado pela transformada num
conjunto de dados diferentes a fim de analisar propriedades e a eficiéncia da aplicacao da
transformada nesse problema.

Por fim, é criado e estudado um algoritmo completo de geracao de carga de uma
série temporal onde, a partir das operacoes demonstradas ao longo do trabalho, é gerado
um algoritmo de previsao completo, funcionando totalmente no dominio comprimido. E
analisada e estudada a eficiéncia temporal do algoritmo, especificando a complexidade de

todas as operacgoes que os compoem e ¢é analisada a qualidade dos resultados obtidos.
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2 Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier pode ser interpretada como uma funcao que identifica dife-
rentes frequéncias senoidais (e suas respectivas amplitudes) que se combinam de forma
arbitraria para definir uma onda Brigham et al (1974). Oppenheim et al (2010) define a

Transformada Discreta de Fourier(TDF) como,

L

F(n) =Y f(x)exp (—iQWin) (2.1)

=0

Expandindo a exponencial complexo a transformada também pode ser escrita

como segue abaixo:

r.n.mw JJ.TL.?T)

F(n) = % XL:f(x).cos ( T ) - zf(x)sen( T (2.2)
=0

Onde L é o nimero de pontos de f e N o niimero de coeficientes da Transformada
de Fourier e L o nimero de pontos da funcao. Devido ao nimero complexo presente na
Transformada a férmula é comumente separada em dois termos, C'(n) e S(n) onde C(n)
representa a parte real da férmula ou do cosseno e S(n) a parte imaginéria da férmula ou

do seno. Apresentadas nas formulas 2.3 e 2.4.

C(n) = % EL: £(1).cos (“”) (2.3)
x=0
S(n) = % ZL: F(z).sen (xzﬂ) (2.4)
=0

A forma discreta inversa da Transformada de Fourier é dada pela féormula 2.5
onde, C'(n) e S(n) sdo respectivamente a parcela do cosseno e do seno gerados pela

Transformada.

xr.n.mw

) +1i.5(n).sen (

lE.TL.?T)

(2.5)

Neste trabalho serd usado principalmente as férmulas dadas por 2.2 e 2.5.
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2.1 Convergéncia da Transformada de Fourier

A partir da convergéncia da Transformada de Fourier temos o controle de até que ponto
se pode usar a Transformada de Fourier para comprimir dados tendo uma perda aceitavel.
A principal motivacao de se estudar a convergéncia é que, futuramente, a qualidade da
transformacao sobre uma fun¢ao com um determinado indice de compactacao, aplicard
diretamente na qualidade de operagoes ou algoritmos que utilizarao a Transformada de
Fourier.

Em Gongalves et al (2004) é explicitado que se f(x) for absolutamente aditiva,

em outras palavras a propriedade > 2 |f(z))] < oo, entdao a série é dita absoluta-

n=—oo
mente convergente. Esse resultado é de grande interesse, pois, a partir dele, se tem que a
representacao de qualquer funcao pela Transformada de Fourier pode, com um N devida-
mente grande, representar a funcao original com perdas despreziveis. Ou seja, o resultado
apresentado na fungao abaixo é vélido.

lim (f(z) — Fy(z)) =0, (2.6)

N—o00

onde f é a funcao original e F,, é a funcao f reconstruida pela Transformada de Fourier
com N coeficientes.

Porém, para este trabalho, se tem que N tendendo ao infinito nao é de grande in-
teresse, pois isso se torna um resultado intratavel para a computagao. Portanto, analisar-
se-4 o resultado para limy_,x» onde N’ é uma constante conhecida e N/ < cc.

Serd estudado como como f(z) — Fiy(z) se comporta para variados N. Para isso
apresentar-se-a uma funcao de exemplo, a figura 2.1 apresenta o niimero de espectadores
durante uma partida de futebol durante a copa do mundo de 2014. Usa-se a Transformada
de Fourier para reconstruir a funcao e varia-se o valor de N nessas representagoes.

Enquanto os dados originais tém mais de uma centena de milhao de informagoes,
uma representacao da reconstrucao com Transformada de Fourier com apenas 3 coefici-
entes (N=3) ja é visto uma boa aproximagao da integral total da funcao original. Com N
= 5 j& se é capaz de verificar variagbes como primeiro e segundo tempo (1800s a 4500s e
5400s a 8100s respectivamente); com N = 10, especificidades como o comego da fungao ja

sao consideradas e, com N = 100, se tem uma caracterizacao visualmente muito boa da
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Figura 2.1: Gréfico do jogo Brasil e Alemanha com a reconstrucao da fungao pela Trans-
formada de Fourier.

funcao.

Isso sugere que a tendéncia da fungao f(x) — Fy(z) é realmente convergir para 0
com o aumento do valor de N. Essa tendéncia pode ser mais percebida na figura 2.2 onde
é mostrado o erro gerado com a variacao de N na funcao anterior, é calculado a média
do modulo da diferenca entre cada ponto da funcao original com cada ponto da funcao
reconstruida para cada N. Percebe-se que ha uma convergéncia rapida para baixos valores

de erro relativo. E possivel ver que, com N = 20, ja se obtém um erro em torno de apenas

4%.

.,
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Figura 2.2: Erro relativo entre os dados originais e a representagao de Fourier com N
coeficientes de F1.

Até aqui, se mostrou, uma possivel tendéncia de convergéncia da Transformada
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Figura 2.3: Representacao do cosseno normalizado da Transformada de Fourier para as
funcoes F1 e F2
de Fourier. Para um exemplo de uma série temporal real se viu que a transformada

converge rapidamente para um erro proximo de 0 assim como se pode supor do limite 2.6.

2.2 Convergéncia da Transformada de Fourier rela-
tivo a Funcao

Mostrou-se que para N tendendo a infinito foi mostrado que o erro gerado pela Trans-
formada de Fourier tende a 0. Fora isso se observou que para um exemplo especifico o
erro gerado também se aproxima de 0 com o aumento de N. Mostrar-se-a agora que esse
erro se comporta de forma diferente para variadas fungoes. Para isso comparar-se-a duas
funcgoes, a funcao especificada na figura 2.1 que se chamard de F1 e uma nova fungao F2
definida também no dominio de 0 a 10800, onde os pontos sao escolhidos aleatoriamente
durante todo o dominio.

Pela caracteristica aleatéria dos pontos de F2 é esperado que sua derivada média
seja muito maior que de F'1. Isso é percebido na imagem 2.3 que apresenta a representacao
da parte do cosseno das funcoes F1 e F2 onde se pode ver que para F1 a Transformada
de Fourier tem grande representacao nos coeficientes de indices baixos enquanto F2 é
determinada tanto por coeficientes de indices baixos quanto altos.

Essa caracteristica torna F2 pouco eficiente de ser trabalhada pela Transformada
de Fourier. Em F1 tem-se apenas que utilizar a parte central da fungao cosseno para ter

ampla representacao, podendo ignorar frequéncias altas. Porém para F2, caso se ignore
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frequéncias altas, é perceptivel que se tera alta perda de informacao. Isso é visto na
figura 2.4 que mostra o erro gerado pela representagao pela Transformada de Fourier

variando o valor de N como foi feita na secao anterior.
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Figura 2.4: Erro relativo entre os dados originais e a representacao de Fourier com N
coeficientes de F2.

Comparando as imagens 2.2 e 2.4 é visto que além do erro gerado pela fungao
F2 ser maior que para F1, mesmo em valores de N relativamente altos, a convergencia do
erro para 0 em F2 acontece bem mais lentamente que para F1.

Um caso interessante ocorreu na Figura 2.4. A funcao possui um caimento quase
continuo porem proximo de N=10000 coeficientes ocorre uma elevacao incomun. Isso
é possivelmente gerado por um fenomeno chamado Fenomeno de Gibbs. O Fenomeno
de Gibbs é caracterizado como a geracao de grandes oscilagoes proximas a pontos de
descontinuidade na funcao, onde tais variacoes nao desaparecem mesmo com um alto
nimero de coeficientes (Gottlieb et al, 1997). Veja que F2, pela caracteristica randémica
de seus pontos, possui varias areas de descontinuidade o que poderia gerar tal fendomeno.

A conclusao que se pode tirar dessa comparacao é que a Transformada de Fourier
possui indices diferentes de convergéncia do erro para diferentes fungoes. Portanto, mesmo
que F2 tenha sido um caso extremo onde todos os pontos sao gerados aleatoriamente, é
interessante que haja uma andlise prévia das funcoes utilizadas pela transformada para

determinar a eficiéncia da sua utilizagao.
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2.3 Convergéncia da Transformada de Fourier rela-

tivo a Primeira Derivada

Foi possivel ver na secao 2.2, que a convergéncia do erro da Transformada de Fourier
varia de acordo com a funcao. Para isso, se comparou o erro gerado por duas fungoes F1
e F2. Uma anadlise interessante vem a partir desse ponto, o que faz as fungoes F1 e F2
terem comportamentos tao diferentes em relagao a convergencia da transformada? Varios
fatores podem contribuir para isso, um deles, que se analisara nessa secao, é a derivada
média da funcao que é pequena em F1 e grande em F2.

Para isso, se criard um conjunto de 500 funcoes L;...Lsoo onde cada L,, é definida

como na regra 2.7.

Ln(0) =1
2.7
ke @

Assim como foi feito nas se¢oes anteriores, se avaliara o erro gerado por cada L,
variando o valor de N, para isso, para cada n se calculard a variacao média gerada pela
funcao reconstruida com N coeficientes e a funcao original. O resultado é apresentado na

figura 2.5.

Erro

Coeficientes da transfomnada - M

50

1]
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Darivada

Figura 2.5: Erro relativo entre os dados originais e a representacao de Fourier variando o
nimero de coeficientes da Transformada e a derivada da funcao.

Pode-se concluir pela imagem que, de fato, a derivada média da funcao altera a

convergeéncia da Transformada nesse exemplo. E possivel perceber que, mesmo ignorando
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o aumento da derivada, caso possua-se um numero suficientemente grande de coeficientes
o erro tende a zero, mas que a velocidade de convergéncia é menor para valores diferentes
de derivada. Por exemplo, para 200 coeficientes, tem-se um erro minimo para baixas
derivadas, mas erros relativamente grandes para derivadas altas.

Conclui-se nessa secao uma possivel tendéncia da Transformada de Fourier onde
a derivada média da funcao varia a convergéncia total da Transformada, e que o incre-
mento do erro com o aumento da derivada pode ser realmente expressivo, o que mostra a
importancia de fazer uma analise da derivada da funcao antes de utiliza-la em conjunto

com a Transformada de Fourier.

2.4 Convergéncia da Transformada de Fourier rela-
tivo a Segunda Derivada

Se fard um estudo andlogo ao apresentado na secao anterior, para a primeira derivada,
com a segunda derivada. Uma hipdtese interessante é que se a primeira derivada pode
variar tanto a convergéncia, a segunda derivada também poderd variar a convergéncia
calculada.

Para analisar esse resultado usar-se-4 uma metodologia semelhante a exposta na
secao anterior, criando um conjunto de 500 funcoes Li...Lsgo onde cada L, é definida

como na regra 2.8.

L,(0)=1
L 0)=1 (2.8)
Ll'(z)=n

A mesma andlise de erro serd feita sobre essas operacoes, onde serao reconstruidas
500 funcoes variando o valor total de frequéncias N utilizadas em cada reconstrucgao e se
calculara o erro médio gerado em cada fungao para cada N. O resultado dessa andlise
pode ser visto na imagem 2.6.

A imagem apresenta um novo resultado com uma conclusao semelhante a anterior.
E possivel ver que, com o aumento da segunda derivada da funcao, o erro total gerado por

cada N também aumenta. Além disso, é visto que o erro gerado em segundas derivadas
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Figura 2.6: Erro relativo entre os dados originais e a representagao de Fourier variando o
niumero de coeficientes da Transformada e a derivada da funcao.

maiores demora mais para convergir para 0 ou para pequenos erros. Isso mostra outra
possivel tendéncia relativa a convergéncia da Transformada de Fourier, onde a segunda
derivada média de uma funcgao varia o erro produzido na reconstrugao da funcao pela

transformada e na sua convergéncia para uma reconstrucao sem erros.

2.5 Convergéncia da Transformada de Fourier rela-
tivo a Derivada por Ponto

Se observou nas secoes anteriores uma possivel tendéncia entre a derivada média de uma
funcao e a convergéncia da Transformada de Fourier. Tentando encontrar ainda mais
essas propriedades que relacionam a convergencia se analisard um detalhamento da segao
anterior.

Sera usado um conjunto de fungoes com uma derivada igual em todos os pontos
da funcao. Naturalmente essa nao é uma propriedade comum, por iSso nessa secao se
estudara outra série temporal que representa novamente os acessos a uma exibicao online
do jogo de futebol entre Equador e Franca. A funcao é especificada na figura 2.7.

Usar-se-4 essa nova funcao para analisar a convergéncia pontual que ocorre na
funcao, a fim de obter uma relagao entre a convergéncia encontrada e a derivada média da

funcao. Assim, analisar-se-4 se isto implicara em outra possivel tendéncia entre a derivada
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pontual e a convergéncia presente naquele ponto.
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Figura 2.9: Erro relativo entre os dados originais e a representacao de Fourier variando o
nimero de coeficientes da Transformada e a derivada da funcao.

Para isso serd analisados outros dois graficos, o grafico da imagem 2.8 apresenta a
derivada pontual do jogo mostrado na imagem 2.7. A imagem 2.9 apresenta o erro gerado
pela variagao de N na reconstrucao da funcao com a Transformada de Fourier em cada
ponto de 0 a 10800 da fungao original.

E possivel perceber que, apesar do aumento de N, o erro tende a valores baixos.
Erros altos para valores baixos de N acontecem principalmente onde a derivada da funcao
¢ maior. Por exemplo, no tempo 9000s se tem a maior derivada da funcao do jogo e para
N baixo se tem os maiores erros da funcao.

Aqui se mostrou outra possivel tendéncia da convergéncia da Transformada de
Fourier onde, para esse exemplo, se encontra uma relacao entre a derivada pontual e o

erro gerado na reconstrugao com a transformada.
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Figura 2.10: Representagao dos coeficientes da funcao constante, respectivamente, parcela
do cosseno e do seno.

2.6 Convergéncia da Transformada de Fourier para a
Funcao Constante

Como visto na secao 2.3 e 2.4 é esperado que uma funcao que apresente uma baixa
primeira derivada e segunda derivada, deveria convergir rapido para erros préximos de
0 na reconstrucao com a Transformada de Fourier. Mas isso, em geral, nao ocorre para
uma funcao que tenha tanto a primeira quanto a segunda derivada zerada por todo seu
percurso, ou seja, uma reta.

Dada uma fungao f definida no dominio [0,5000] dada por f(z) = K sendo K
uma constante, a figura 2.10 representa os coeficientes da Transformada de Fourier sobre
a funcao f, respectivamente, a parcela do cosseno e do seno da funcao f.

E possivel perceber na imagem 2.10 que de fato ha uma maior concentracao da
carga total das fungoes no centro delas, porém ainda se tem uma carga relativamente alta
quando se afasta do centro. Na funcao cosseno, apenas antes de 2000 e ap6s 3000 que se
tem uma representagao realmente préxima de 0, ou seja, precisar-se-ia de mil frequéncias
para uma representacao razoavel. Essa situacao é ainda pior no seno, que, nao apresenta
uma alta convergéncia em nenhuma area da sua funcao. Essa andlise mostra que caso se
queira reconstruir a fungao constante iria precisar de um alto nimero de frequéncias.

Perceba que nesse exemplo, uma fun¢ao que possui derivada nula gerou um erro
relativamente alto. Isso mostra que, os resultados mostrados aqui realmente representam

tendéncias. Em um estudo mais especifico sobre uma funcao sera interessante analisar sua



2.7 Convergéncia da Transformada de Fourier Irrestrita a Propriedades 26

primeira e segunda derivada, mas o resultado obtido nessa andlise nao deve gerar certezas

sobre a convergencia da fungao.

2.7 Convergéncia da Transformada de Fourier Irres-
trita a Propriedades

Viu-se nas se¢oes anteriores que a convergencia da Transformada de Fourier pode depender
de fatores como a derivada pontual da fungao, mas é esperado que a convergéncia dependa
de varios outros fatores que definem uma funcao além dos analisados até aqui. Embasado
nisso, se ird analisar o erro gerado no decorrer da convergéncia para entender os fatores
que contribuem para esse erro. Sera usado a prépria formula da Transformada de Fourier
para saber com exatidao a formula que mostra o erro final gerado pela transformada para,
assim, ser possivel definir propriedades concretas que definem esses erros.

Considerando Fy a funcao f reconstruida com N coeficientes da Transformada de
Fourier, o erro pontual E(z) gerado pela retirada de um coeficiente I dessa reconstrugao é
dado por E(z) = Fn(x)— Fy_1(x). Substituindo a expressao gerada com a Transformada

Inversa de Fourier obtém-se:

Fon(2) = Frnoa(z) = 3 C(n).cos ("i”) +1i.8(n).sen (";“) =N Cn).cos (”z“) +1.9(n).sen ("z”)
= " (2.9)
Que é equivalente a:
x.l.m . x.I.m
Fy(z) — Fn_1(z) = C(I).cos (L) +1i.S(I).sen ( 7 ) (2.10)

Expandindo C(I) e S(I) obtém-se:

Fr(x) — Fyi(z) = % <ZLj £(1).cos (%“)) cos ("”i“) + (i £(1).sen (”;)) sen (%) (2.11)

Conclui-se desse resultado que o erro gerado em um ponto x qualquer da recons-

trucao, com a retirada de uma frequéncia I qualquer, depende de todos os pontos f(n) da
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funcao, da posicao n que o ponto esta e do tamanho L da funcao. Isso implica que o erro
gerado em um ponto n com a retirada de uma frequéncia I depende de todo o conjunto de
pontos da funcao tornando imprecisa qualquer analise de convergéncia sobre uma tnica

propriedade.
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3 Operacoes com a Transformada de Fourier

O objetivo do trabalho é tratar grandes volumes de dados, usando a compactacao possi-
bilitada pela Transformada de Fourier vista no capitulo 2, mas, para isso, é preciso antes
saber como tratar esses dados no dominio comprimido, ja que operacoes realizadas no
dominio comprimido nao geram o mesmo efeito sobre os dados que as mesmas operagoes
realizadas no dominio original. Sera reafirmada essa frase que compoem o principal pro-
blema do trabalho com um exemplo.

Deseja-se somar a funcao mostrada na figura 3.1 um valor constante de 10 em
todos os pontos da fungao. Isso serd feito de duas formas, a primeira fazendo f(x) =
f(2)+10 para todos os valores de x da fungao, a segunda forma ¢é equivalente, mas realizar-
se-4 essa soma para todas as frequéncias da funcao e nao para seus pontos diretamente.
Se uma operacao feita no dominio original gerasse um resultado semelhante a realizada
no dominio da frequéncia, entao essas duas formas dariam o mesmo resultado.

Para isso, dado a fungao da imagem 3.1 sera feito o calculo f(x) = f(z) + 10
gerando a funcao mostrada na imagem 3.2, que, como pode ser visto, possui um desloca-
mento no eixo Y. Agora é feita a mesma coisa no dominio da frequéncia, inicialmente é
retirado as frequéncias da nossa funcao, o resultado é mostrado em 3.3, nessas frequéncias,
somaremos 10 em todos os seus pontos, o resultado pode ser visto na figura 3.4, com um
pequeno deslocamento no eixo Y. Obviamente, nao é possivel comparar os resultados até
aqui, portanto é aplicado a transformada inversa na funcao gerada obtendo a fungao mos-
trada na figura 3.5. Comparando 3.2 com 3.5, que sao os dois resultados gerados pelos
dois métodos, pode-se perceber que as duas fungoes nao sao equivalentes, demonstrando a
afirmacao de que operagoes realizadas no dominio comprimido podem nao gerar o mesmo
efeito sobre os dados do que as mesmas operacoes realizadas no dominio original. Essa
operacao sera corretamente realizada no dominio comprimido ainda nesse capitulo.

Tem-se, a partir de agora, um novo problema, caso se queira realizar operagoes
nos dados de entrada modificando suas frequéncias, deve-se especificar uma nova forma

de realizar isso. Para isso serd mostrado nesse capitulo um conjunto de operacoes que
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conseguem modificagoes nesses dados e que futuramente poderao compor algoritmos. Das
7 operacoes apresentadas duas sao implicagaes diretas de teoremas conhecidos e uma foi
baseada em um desses teoremas, todas as outras foram criadas objetivando sua utilizacao
em exemplos futuros. Os teoremas usados podem ser encontrados em Bracewell et al
(1965) e serao citados futuramente. Todos os testes desse capitulo foram feitos com a

funcao F1 dada no capitulo 2.

3.1 Operacoes: Multiplicacao por Escalar

Inicialmente, tratar-se-a da funcao de multiplicacao. Objetiva-se, a partir de modificagoes
nos coeficientes da Transformada de Fourier, multiplicar todos os pontos da fung¢ao original
por uma constante K.

A operacao de multiplicacao pode ser realizada utilizando uma ideia similar ao
Teorema do Produto de Convolugao que é mostrado na equacgao 3.2 e pode ser visto em
detalhes em Bracewell et al (1965). Para uma andlise da fungao, mostrar-se-& como ela é

gerada.
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Inicialmente sera considerado que todos os pontos da funcao original ja estao
multiplicados pela constante K. Assim, tem-se a transformada dessa funcao dada pela

equacao 3.1:

(3.1)

F(n) = EL:(Kf(x))COS (xzﬂ> 4 ZL:Z(Kf((E))sen (CUZW)

=0 =0

Sendo K constante, pode-se coloca-la em evidéncia e retird-la do somatério:

F(n) =K. (ZL: f(zx).cos (aczﬂ') + izf(x)sen (mzﬂ)> (3.2)
2=0

=0

Portanto, deve-se apenas multiplicar todas as frequéncias por K, para fazer a
multiplicagao de K no dominio original.

Lembrando que, o principal objetivo é compactar grandes volumes de dados, ¢é
interessante conhecer o erro gerado pela multiplicacao com valores diferentes de N, para
saber até que ponto pode se ignorar informagoes sem ter perdas significativas. Para isso,
é calculado a partir da funcao dada na figura 2.1 a diferenca da fungao multiplicacao feita
no dominio original, fazendo f(x) = f(x) * K e a operagao de multiplicagao apresentada
pela equacao 3.2, com N variando de 2 a 10800, o resultado pode ser visto na figura 3.6.
Percebe-se que a fungao converge bem rapido para 0, a uma velocidade proxima do erro

da propria Transformada.
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Figura 3.6: Erro relativo a funcao de multiplicacao.

Naturalmente esse resultado encontrado para convergéncia da operacao depende

totalmente da funcao utilizada, como foi visto na secao anterior. A andlise acima mostra
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apenas uma tendéncia de como a convergéncia se comporta, e servird como compara-
tivo para futuras observagoes. Analises que estudem a convergéncia de data operacao
vinculada a funcao podem ser feitas futuramente.

E interessante perceber que, caso essa operacgao seja implementada em algoritmo,
sua ordem de complexidade seria equivalente a ordem de complexidade da operacao origi-
nal, feita no seu dominio original, equivalente a O(n), onde a operagao no dominio original
seria O(L) onde L ¢ o nidmero de pontos, ¢ no dominio comprimido complexidade O(N)
onde N é o nimero de frequéncias. Nao perdendo na complexidade, poder-se-ia obter uma
melhoria temporal ja que é possivel reduzir o nimero de dados utilizados como mostrado

acima.

3.2 Operacoes: Soma por Escalar

A préxima operacao é a operacao apresentada no inicio deste capitulo. Ela consiste
da soma de um valor constante K sobre todos os pontos da funcao de entrada, mas,
assim como na operagao anterior, isso sera feito modificando apenas os coeficientes da
Transformada de Fourier. Para isso, utiliza-se uma caracteristica da transformada Inversa.

Dada a transformada Inversa de Fourier verifica-se como a frequéncia 0 se comporta.

(@) = C(0).cos (9”2”) +.5(0).5en (”@”) (3.3)

f(z) = C(0).1 +14.5(0).0 = C(0) (3.4)

Portanto, a frequéncia 0 representa uma soma de C'(0) em todos os pontos. Assim,

caso seja feito C(0) — (0) + K obtém-se:

fla) = C0) + K (3.5)

A partir disso, é realizada uma soma de K em todos os pontos do dominio original.
E interessante perceber que a operacao de soma altera apenas uma frequéncia, portanto,
ela ndo depende de N(nimero de frequéncias). Por esse motivo, a anélise da convergéncia,

como foi feita na secao anterior, é desnecessaria, j4 que a operacao apresentaria erro
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constante para qualquer tamanho de N e uma complexidade computacional igual a O(1).

3.3 Operacoes: Deslocamento no eixo X

A 1ltima operacao definida na secao anterior pode ser interpretada como um deslocamento
da fungao no eixo Y. Quer-se agora uma aplicacao semelhante, serao deslocados k pontos
no eixo X a funcao e, como de costume, isso é feito apenas modificando os coeficientes
gerados da Transformada de Fourier.

Para gerar essa operacao se manipula a Transformada de Fourier. Seré conside-

rado que a funcao f(x) estd no ponto I4+k. Assim:

N

f(z) = % 3" C(n).cos ((”)‘Lx'”) —i.8(n).sen ((")‘Lx'”) (3.6)

n=0

Procurando a equacao do seno e cosseno tem-se as equagoes abaixo:

L

C(n) = % 3" F(D)-cos (”2” + ’“2”) (3.7)
=0
1 & lnm  knm
S(n) = o Z —i.f(l).sen <L +—7 ) (3.8)

=0

Usando as regras de soma de seno e cosseno temos:

S(n) = ;ﬂiof(l).sen <”£”> .cos <"’Z”> + f(1).cos (”2”) sen (’“Z”) (3.10)

1=

Que pode ser resumido em:

C(n) = C(n).cos <k2”> — S(n).sen <k2”> (3.11)

S(n) = S(n).cos (’“Z'”) +C(n).sen (’“'Z'”) (3.12)



3.4 Operagoes: Soma de Funcoes 33

Ou seja, o deslocamento da funcao no eixo x pode ser feito com uma atualizacao
direta dos coeficientes gerando um custo computacional de n, um custo equivalente a
mesma operagao feita no dominio original. Note-se que, para cada C(x) usou-se S(x) e
que para cada S(x) usou-se C(x), o que ndo é um grande problema ja que se tém esses

valores.

3.4 Operacoes: Soma de Funcoes

Agora sera analisado como é possivel realizar a soma dos pontos de varias fungoes utili-
zando o apoio da Transformada de Fourier. Em linhas gerais, se quer calcular o valor de
f(x) para todo x onde f(z) = (fi(x) + fo(z) + ... + fu(x)).

Pode-se, assim como foi feito nas se¢oes anteriores, encontrar meios de substituir
as operacoes presentes na formula e, assim, realiza-la totalmente no dominio compri-
mido gerando o mesmo resultado da formula realizada no seu dominio original de pontos.
Porém, para uma analise diferente da aplicacao, é realizado essa operacao no dominio da
frequéncia na forma literal que ela se apresenta e uma anélise dos resultados gerados por
ela serd feita. Portanto, serd analisado o resultado de g(z) = (g1(x) + g2(x) + ... + gn(2))
onde g,,(x) é o coeficiente x da Transformada de Fourier sobre f,,.

A partir de operagoes sobre a Transformada Inversa de Fourier, veremos que os

resultados das duas expressoes sao iguais. Considerando a transformada inversa abaixo:

r.n.m (E.TL.’]T)

flz) = i C(n).cos ( 7 ) +1i.5(n).sen ( 7 (3.13)
n=0

Fazendo para o somatorio tem-se:

N N
fl(m)Jr.A.Jrfm(r):<nz:OCl(n).cos< 7 >+z.51(n).sen( I >+...+nz::OCm(n).cos< T )Jrz.Sm(n).sen( I ))

Juntando o somatorio:
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Agora pode-se colocar a parte constante em evidéncia:

n.mw

) Fi.(S1(1) + oo + S (n)).56n (”L

r.n.m

F1(@) oot fnl@) = S (C1() + oo+ O ()05 ( ) (3.16)

Portanto, pode-se afirmar que realizar a soma dos coeficientes, gera na Trans-
formada inversa, um resultado semelhante a soma dos pontos das fungoes no dominio
original da funcao.

Assim como na operacao de multiplicacao, a operacao apresentada nao gera mai-
ores complexidades temporais para a funcao, mantendo sua complexidade na ordem de
O(L.m) onde L é o nimero de coeficientes e m o nimero de fungdes. Portanto, a me-
lhoria no processamento dessa operacao também poderia ocorrer numa menor utilizagao
de dados. A convergéncia dessa operacao, ao contrario da multiplicagdo, depende mais
fortemente das funcoes dadas, pois ela apresenta um conjunto de fungoes sendo utilizado.
Nesse contexto, optou-se por nao mostrar a convergéncia ja que ela poderia concluir erros

a aplicacao. A convergéncia deve ser estudada apos se definir o problema.

3.5 Operacoes: Multiplicacao de Funcoes

O objetivo agora é multiplicar duas fungoes: dado f(x) e g(x) se quer encontrar I(x) que
seja, para todo x, I(x)=f(x).g(x). Para isso, pode ser usado o Produto de Convolugao. O
produto de convolugao definido por F(x)*g(x) nos da um resultado equivalente a f(x).g(x)
sendo F a funcao correspondente aos coeficientes da Transformada de Fourier de f.

Um estudo detalhado da convolugao pode ser visto em Bracewell et al (1965), mas
para uma compreensao rapida dessa operacao e de como podemos realiza-la, mostraremos

uma geracao dela agora. Considere a Transformada Inversa dada por 3.17:

z ZW) +14.5(n).sen (

m.n.ﬂ) (3.17)

Deseja-se saber quanto é f(x).g(x). Portanto fazendo:

f(x).g(x) = (i C(n).cos ($Z7T> +14.5(n).sen (xzn‘)) .g(x) (3.18)
n=0
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f(x).g(x) = i C(n).cos (xnw) .g(z) +i.5(n).sen (:EZW) .g(x) (3.19)
n=0
F(2).9(x) = i(C(n).g(x}).cas (”32”) +i.(S(n).g(x)).sen (””L”) (3.20)
n=0

Logo, de acordo com a equagao 3.20, para obter f(x).g(x). Deve-se multiplicar
cada C(n) e S(n) por g(x).

Um fato importante sobre esse resultado é que o produto de convolucao, se exe-
cutado computacionalmente, teria ordem de complexidade de O(L.N), onde se teria uma
multiplicagao entre cada frequéncia com cada ponto da funcao. Porém, dependendo da
aplicagao que utilizaré essa operacgao, o produto de convolugao pode, como mostrado na
formula 3.20, ser acoplado a prépria transformada inversa de Fourier sem trazer novos cus-
tos ao problema, ja que a transformada inversa, ¢ um procedimento esperado de acontecer

em uma aplicacao que use Transformada de Fourier.

3.6 Operacoes: Somatorio

A préxima operagao é o somatorio, quer-se conhecer qual é a soma de todos os pontos de
uma funcao utilizando apenas os coeficientes da transformada. Para essa funcao pode-se
implementar uma equagao gerada a partir de um teorema da Transformada de Fourier.
O Teorema de Parseval Bracewell et al (1965) nés dd uma relagao entre o somatério dos

pontos da funcao original e o somatorio das suas frequéncias definido pela equacao abaixo:

L 1 N
D@ = N D IFMm))? (3:21)
=0 n=0

Sendo f(z) a funcao original e F'(n) os coeficientes de Fourier. Portanto, tem-se
apenas que usar a primeira parte da igualdade para o conjunto de tempos e a segunda
parte da igualdade para as frequéncias.

O que se quer agora, depois de demonstrada a validade da operacao é saber como
ela se comporta para valores diferentes de N, para novamente conhecer seus possiveis
indices de compactagao. Para tal, foi utilizada a mesma analise feita para a multiplicacao

por escalar, foi calculado a variacao que a equagao 3.21 gera na funcao do grafico 2.1
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Figura 3.7: Erro relativo a fungao So- Figura 3.8: Erro relativo a fungao So-
matorio 1. matorio 2.
quando é alterado o valor de N para as frequéncias. A figura 3.7 apresenta o resultado.
Com a figura 3.7, pode-se perceber que o erro gerado ¢ muito grande para valores
pequenos de N e ainda, que a convergéncia da funcao é muito lenta. A fim de melhorar
esse resultado de erro, sera apresentada outra forma de calcular o somatoério. Para isso,
se verifica qual a soma que uma tunica frequéncia gera, esse valor pode ser encontrado
a partir da equacao 3.23. A equagao 3.23 representa a Transformada Discreta Inversa
de Fourier modificada, onde cada fo(n) representa o somatério de cada frequéncia n que
compoe cada ponto f(n) da func¢do original. C'(n) e S(n) representam respectivamente a
parcela do cosseno e seno gerados pela Transformada de Fourier. A funcao 3.22 representa

o somatorio final gerado com a soma de cada parcela de frequéncia.

By, = iv: f2(n) (3.22)
n=0
al n.a . n.a .
fa(n) = ZC(n).cos (T) +14.5(n).sen ( — ) (3.23)
x=0

Veja que a tunica diferenca com a formula da transformada original é que, nesse
caso, tem-se o somatério em funcdo dos coeficientes (x) e, C(n) e S(n) em fungao dos
pontos da fungao (n). Serd Mostrado que essa func¢ao é equivalente a soma de todos os

pontos gerados pela Transformada Inversa de Fourier que é dada na equacao 3.24

E= Z f(n)= Z ZC(m).cos (n;ﬁ) +14.58(x).sen <n;7r) (3.24)
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Para isso, ¢ substituida a equacao 3.23 em 3.22 obtendo 3.25 e invertendo os

somatoérios chega-se a 3.26 que é equivalente a 3.24

N & n.o.mw n.z.mw
E, = T;fz(n) = ;;}C(n).cos ( .L. ) +1i.5(n).sen ( .L' ) (3.25)
M & n.T.T n.T.T
Ey = Z Z C(n).cos ( -L. ) +1.5(n).sen ( .L. ) (3.26)
r=0n=0

Portanto, para ter o somatério final, pode ser utilizada a fungao 3.22 que possui
um custo computacional de O(N.L)(ntmero de frequéncias*nimero de pontos). Seria
interessante uma operagao que nao dependesse do niimero de pontos da fun¢ao para assim
obter um tempo de processamento constante e irrelevante ao tamanho dos nossos dados.

Para gerar uma fun¢ado com custo O(N), comega-se separando e tirando do somatério

C(n) e S(n).

fa(n) = C(n). zN: cos (nzﬁ) + S(n). ii.sen (n;ﬂ-) (3.27)

=0 =0

E é guardado o resultado do somatério em um vetor:

f2(n) = C(n).C'(n) + S(n).S'(n) (3.28)
al n.x.mw
C'(n) = Z cos ( .L. ) (3.29)
n=0
al n.x.mw
S'(n) = Z sen ( .L. ) (3.30)
x=0

C’(n) e S'(n) s@o constantes e irrelevantes a funcao original, sdo derivadas dire-

tamente da Transformada Inversa. O somatério final se torna:

N
E= Z C(n).C"(n) + S(n).S'(n) (3.31)
n=0
Gerado esse novo resultado, sera analisado a sua convergéncia como foi feito para
a primeira proposta do somatério, queremos que ela obtenha um resultado melhor do que

a primeira proposta afim de obter melhorias em relacao a velocidade de processamento.

Como pode ser visto na figura 3.8 o erro gerado pela nova expressao se mantém perto de
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0 para todos os valores de N. Portanto, a proposta conseguiu um resultado excelente em
relacao ao resultado da literatura em razao a convergéncia, mantendo a mesma comple-
xidade temporal. Isso gera um novo método que conseguiria resultados semelhantes com
um nimero menor de coeficientes (N), aumentando a possibilidade de compactagao dos

dados.

3.7 Operagoes: Get(x) e Set(x)

Serd mostrada a operacao Get(x), a funcao que, dados os coeficientes gerados da Trans-
formada de Fourier retorna um tunico valor na posi¢ao x da fung¢ao original. Utilizando a
mesma l6gica é definida a fun¢ao Set(x) que soma um valor ao ponto x da fungao.

Fica explicito na fungao 2.2 que cada coeficiente F(x) da transformada é definido
por um somatorio de todos os pontos da funcao. Isso implica que para definir um coe-
ficiente da Transformada de Fourier com total exatidao é necessario percorrer todos os
pontos da funcao.

O inverso também ¢ visto na funcao 2.5. Onde, para definir um ponto da nossa
funcao original, novamente com total exatidao, é preciso percorrer todos os N coeficientes
gerados pela transformada.

Por fim, Get(x) é definido pela implementacao direta da fungao 3.32

Get(f(x)) = Z C(n).cos (xzﬂ-) +1i.5(n).sen (xzﬂ> (3.32)

Conclui-se que a fun¢ao Get(x) pode ser realizada com a utilizacao direta da
Transformada Inversa de Fourier. Considerando que a fun¢ao Set(x) possui a mesma
logica funcional, se tem que ela pode ser facilmente realizada com uma implementacao
direta da Transformada de Fourier.

A analise da convergéncia da funcao Get e Set se assemelha a toda a andlise
feita para a convergéncia da Transformada de Fourier. Além de a férmula ser equivalente
ela depende totalmente de um unico ponto da funcao que pode possuir propriedades
bem diferentes de todos os outros pontos da mesma funcao tornando sua convergéncia

complexa de ser definida.
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Perceba que, a complexidade dessas operacoes na forma como foram apresentadas
é de O(N). Esse é possivelmente o pior resultado que pode-se apresentar com o uso da
transformada, j4 que a mesma operagao poderia ser facilmente feita em tempo O(1) no
dominio original. De fato, por caracteristicas da transformada, funcoes pontuais como o
Get e o Set, que alterariam apenas um ponto da fungao, nao sao interessantes de serem

feitas nesse dominio, o que apresenta um grande desafio para qualquer algoritmo.

3.8 Resultados: Média de Funcoes

O primeiro resultado, que utiliza as operacoes vistas acima, ¢ uma operagao bem simples
e por isso, ela é apresentada nesse capitulo, pois pode ser vista como uma nova operacao.
Serd definida uma funcdo f(x) que seja a média de n fungdes f,,(z) com n,m € N e
0 <m <n , definidas como f(z) = (fi(x) + fo(z) + ... + fu(z))/n para cada x.

Perceba que essa fungao pode ser dividida em duas operagoes, um somatorio de n
fungbes mais uma divisdo por n ou uma multiplicacdo por 1/n. Formalmente, essa funcao
poderia ser escrita como f(z) = s(x) x m(z) onde s(x) = fi(z) + fo(z) + ... + fu(z) €
m(z) = 1/n.

Analisando cada termo da férmula, tem-se que o resultado de s(x) é um somatério
de fungoes que foi estudado na secao 3.4 e pode ser realizado totalmente no dominio
comprimido. J& m(x) é uma multiplicacdo da fun¢do por um escalar, que também foi
estudada nesse trabalho e pode ser visto na segao 3.1.

O resultado final da operacao pode ser visto na féormula 3.33, onde para gerar o
resultado de f(z) = (fi(z) + fao(z) + ... + fu(x))/n tem-se que manipular os coeficientes

da Transformada como especificado nas formulas 3.34 e 3.35.

Jin) 4+ oo+ fn(n) EN: (Ci(z) + ... + Cpu(2)) cos (nxw) i (S1(x) + ... + S () sen (nxw)
L m L

(3.33)

(3.34)
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(S1(z) + S2(x) + ... + S ()

m

S(z) = (3.35)

Conclui-se entao que, a média de varias fungoes poderia ser totalmente realizada
no dominio comprimido podendo, com isso, ter ganhos na quantidade de dados utilizados.
Ainda, nao sao geradas novas perdas na complexidade de tempo de processamento total
ja que as duas operacoes apresentadas para realizar a média podem ser implementadas

na mesma ordem de complexidade que suas fungoes originais.

3.9 Resultados: Média de Pontos

O préximo resultado é também uma operacao bem simples que se utiliza das operagoes
vista neste capitulo. E estudada a aplicacao de uma média, porém, ao contrario da média
anterior, quer-se gerar um valor M que seja a média de todos os pontos de uma funcao.

A féormula da expressao pode ser vista em 3.36.

M Zf_& f(z) (3.36)

Assim como feito anteriormente, essa expressao pode também ser dividida em
duas fungdes M = s(x)*m(z) onde s(x) é dado pelo somatério dos N f(x) e m(z) é dado
pela constante 1/N.

Dividido M em duas expressoes s(x) e m(x) temos que s(z) é o somatério dos
pontos da fungao f(x) que foi explicitado e analisado na se¢ao 3.6 e pode ser realizada to-
talmente no dominio comprimido. Igualmente & segao anterior, m(z) é uma multiplicagao
por uma constante que também pode ser realizada totalmente no dominio comprimido
como foi visto na segao 3.1.

A conclusao se assemelha a média anterior, tem-se uma nova expressao que pode
ser composta por expressoes que podem ser realizadas totalmente no dominio comprimido
e, ainda, a utilizagao dessas operacoes nao traz maiores custos a complexidade computa-
cional da expressao final, podendo ter um ganho na velocidade de processamento ao se

utilizar um conjunto menor de dados.
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3.10 Conclusao

A conclusao que se pode tirar desse capitulo é que a Transformada de Fourier pode ser
utilizada para a composicao de varias operacoes que podem servir de base para varios
algoritmos futuros. Foi produzido um conjunto de 8 operacoes e 2 resultados. O grande
ganho deste capitulo pode ser visto na tabela 3.10 onde a complexidade das operagoes fei-
tas no dominio original sao comparadas com a sua complexidade no dominio comprimido.
Veja que apenas 4 casos apresentaram mudangas, 3 de piora com um caimento de O(L)
para O(L.N) e O(1) para O(N) e, um caso de melhora, indo de O(L) para O(1). Porém,
a manutencao da complexidade, nesse caso, pode apresentar uma melhoria na velocidade
final do algoritmo, ja que, os algoritmos apresentados no dominio comprimido trabalham

em cima de um dominio de dados menor, compactado, ou seja N < L.

Algoritmos Dominio Original | Dominio Comprimido

Multiplicacao por Escalar O(L) O(N)
Soma por Escalar O(L) O(1)
Deslocamento no Eixo X O(L) O(N)
Soma de Fungoes O(L) O(N)

Multiplicacao de Fungoes O(L) O(L.N)
Somatorio O(L) O(N)
Get O(1) O(N)
Set O(1) O(N)

Média de Funcoes O(L.M) O(N.M)
Média de Pontos O(L) O(N)

Tabela 3.1: Complexidade das operagoes apresentadas para o dominio original e compri-
mido. Onde L é o nimero de pontos, N o niimero de coeficientes e M o niimero de fungoes
utilizadas na média.
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4 Algoritmos de Previsao

Até agora foi mostrada uma analise sobre a Transformada de Fourier, foi analisada como
ela se comporta para diferentes funcoes e evidenciadas propriedades das fungoes que po-
dem ser utilizadas como indicativo para a eficiéncia da sua utilizacao com a transformada.
A seguir é estabelecido um conjunto de operacoes que mostram como se pode utilizar a
transformada para resolver pequenos problemas que podem compor problemas mais com-
plexos. Agora se quer testar o que foi realizado até agora, sao apresentados problemas
recorrentes da computacao e mostrado como a Transformada, utilizando o que foi visto
até aqui, pode ajudar nesses problemas.

Especificamente, serdo analisados problemas de previsao. Morettin et al (1981)
diz que, etimologicamente, a palavra previsao sugere que se quer conhecer algo antes que
ela exista, o termo indica algo que pode acontecer no futuro. Matematicamente pode-se
supor que existe uma série temporal conhecida até o instante t e deseja-se saber o valor
dessa série no instante ¢ 4+ h. Basicamente os procedimentos para isso conduzem a uma
equagao gerada a partir dos pontos conhecidos da série temporal (Morettin et al, 1981).

Definido o problema, serao utilizados dois algoritmos mostrados em Morettin et
al (1981) que ja sd@o muito conhecidos. Serd mostrado de forma répida seu funcionamento
e depois serao reescritos utilizando a Transformada de Fourier. Os algoritmos utilizados

serao a Média Mdvel Simples (MMS) e o Alisamento Exponencial Simples (AES).

4.1 Meédias Méveis Simples (MMS)

A Média Mével Simples (MMS) consiste em calcular os L pontos conhecidos mais recentes
da funcao, quer-se encontrar M tal que:

T+ Xijp1 + Tigo2 + oo + TipL

M =
L

(4.1)

Objetiva-se, como foi falado acima, reconstruir essa funcao utilizando a Transfor-

mada de Fourier e obtendo possiveis ganhos na velocidade total do algoritmo a partir de
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um ganho com a diminuicao da quantidade de dados totais utilizados.

Inicialmente pode-se considerar que temos um vetor de L niimeros que precisa
ser transformado para o dominio comprimido. A transformada utilizada possui uma com-
plexidade total de O(LlogL). Apéds os L ntimeros transformados tem-se que realizar uma
média simples para obter o valor de M, porém, a média ja foi estudada e implementada
na segao 3.9.

Conclui-se até agora que o primeiro algoritmo de previsao apresentado a Médias
Méveis Simples(MMS) conseguiu, além do tempo gasto com a Transformada de Fourier,
um tempo total de O(N) que seria a mesma complexidade que sua utilizacdo no dominio
original considerando L igual a N. Podendo ter um ganho com a quantidade de dados
utilizados onde N seria menor que L.

Uma complicacao da solucao pode ocorrer quando se quer prever um valor dife-
rente de x;, 1. Para obter, por exemplo, ;1.2 em geral esses algoritmos utilizam um
novo conjunto de dados que vaideiai+ L+ 1oudet+1 a4+ L+ 1 utilizando o valor
encontrado ou o valor real recém descoberto. Porém, a concatenacao de um novo valor
a uma funcao nao foi apresentada e talvez nao possua ordem de complexidade N. Para
resolver esse problema mostraremos duas formas que podem ser utilizadas.

Inicialmente pode-se utilizar a solucao mais ébvia que é realizar direto a transfor-
mada sobre o novo conjunto de pontos. O problema dessa solugao é que, para cada novo
ponto a ser previsto, serd necessario um custo de O(NlogN) para organizar os dados. Ou
seja, apesar de simples a solucao, ela pode gerar um custo computacional alto.

A segunda solucao envolve a utilizacao de duas operagoes vistas no capitulo ante-
rior. Inicialmente é feito a operacao de deslocamento mostrado na secao 3.3 com k = —1.
Como o deslocamento apresentado é circular temos que na funcao original f, f(L) := f(1),
considerando que objetiva-se um vetor que represente os i+ 1 a i+ L+ 1 pontos da fungao,
tudo que tem-se que fazer é f(L) = f(L + 1) para isso pode-se utilizar a fun¢ao Set(x)
apresentada na segao 3.7 para subtrair o valor de f(1) e somar o valor de f(L 4+ 1).

Perceba que o segundo método apresentado, mesmo utilizando duas fungoes, apre-
senta um tempo total de O(L). Portanto, pode-se considerar que a atualizagao do vetor

para a previsao de varios pontos da fungao nao traz maiores custos a complexidade original
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que a propria fungao de previsao possui.

4.2 Alisamento Exponencial Simples(AES)

O Alisamento Exponencial Simples pode ser visto como uma melhoria do método de
média Mdével Simples. Todas as fungoes explicadas na segao anterior irao compor esse

novo algoritmo. Em linhas gerais seu modelo matematico é expresso abaixo:

M=axyp+a(l —a)ryp 1+ a(l — a)QxHL_g + ... +a(l— a)LxZ» (4.2)

Sendo a uma constante de alisamento onde 0 < a < 1. Para gerar esse algoritmo
precisa-se também de duas expressoes, inicialmente uma semelhante a do algoritmo ante-
rior, onde se tem que realizar um somatorio dos L termos de uma funcao, essa expressao
pode ser feita facilmente utilizando a expressao apresentada na secao 3.6. Porém, o so-
matorio necessario aqui é um somatoério ponderado por uma expressao que utiliza a como
constante, mas, essa expressao pode também ser realizada com as expressoes ja mostradas
nesse trabalho.

Para fazer a ponderacao da funcdo é inicialmente criada uma nova funcao k(n)

definida no dominio de [0,L] e dada abaixo:

k(n) =a(l —a)"" (4.3)

Portanto, sendo f(n) a fungao original, tem-se apenas que fazer f(n).k(n) e assim
obter a equacgao dada por 4.2. Essa nova expressao pode ser realizada com a operacao
apresentada na secao 3.5 pelo produto de convolucao.

A aplicagao do produto de convolucao ao método traz um problema a ela. Como
explicado na secao 3.5, o produto entre fungoes possui custo computacional na ordem
de O(N.L) ou de O(LlogN) caso seja incorporado a transformada. Porém, em ambos os
casos, temos um custo maior em relagao ao algoritmo original.

Usando o produto de fungoes acoplado a transformada, tem-se o custo de fazer

a transformada em cada novo ponto a ser previsto. Usando o produto diretamente nas
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fungoes pode-se utilizar o deslocamento da fungao mostrado na se¢ao anterior, mas mesmo
assim terfamos um custo mais elevado.

Esse resultado gera um impasse, utilizando as operacoes apresentadas se aumenta
a ordem de complexidade total da funcao, o que em geral, aumenta muito o tempo de
processamento. Por outro lado, utilizando a transformada pode-se, com a compactagao
dos dados, ter um gasto menor de espaco e uma melhora no tempo ja que se pode reduzir
a utilizacao de dados. Portanto, a eficiéncia desse método estd ligada ao quanto se pode
compactar os dados tendo uma perda razoavel e assim nivelar os prés e contras da sua

utilizagao.

4.3 Conjunto de Dados

A fim de experimentar a eficiéncia dos algoritmos mostrados acima e da sua aplicacao
com a Transformada de Fourier, serao apresentadas trés séries temporais que serao usa-
das para a realizagao dos testes. Cada série temporal possui propriedades importantes
que permitirao visualizar caracteristicas tanto do algoritmo quanto da Transformada de
Fourier.

A primeira série temporal que sera utilizada pode ser encontrada em Morettin
et al (1981) é chamada de Série do Leite e representa a produgao de leite no estado de
Sao Paulo(em milhdes de litros) retirada do Instituto de Economia Agricola(IEA) nos
periodos de dezembro de 1975 a novembro de 1980. O grafico da série pode ser visto na
Figura 4.1.

A segunda série utilizada foi retirada do repositorio de séries estatisticas do IBGE.
E apresentado o custo e indices da construgao civil por meés, sao investigados a partir do
levantamento de precos de materiais e salarios pagos na construcao civil, para o setor ha-
bitacao pelo Sistema Nacional de Pesquisa de Custos e Indices da Construcao Civil IBGE
(2016). A série ¢ definida no periodo de Julho de 1994 até Janeiro de 2016. O grafico da
série pode ser visto na Figura 4.2.

A terceira série utilizada foi retirada do mesmo repositorio que a série anterior.
O IBGE (2016) define a série como o Sistema Nacional de Pesquisa de Custos e Indices

da Construcao Civil efetua a producao de custos e indices da construgao civil, a partir
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Figura 4.1: Produgao de leite no estado de Sao Paulo(em milhoes de litros) por més. Mo-
rettin et al (1981) Instituto de Economia Agricola(IEA)
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Figura 4.2: Custos e indices da construcao civil por més. IBGE (2016) Repositério de

séries estatisticas do IBGE

do levantamento de pregos de materiais e salarios pagos na construcao civil, para o setor

habitagao. Também é uma série mensal definida nos periodos de Julho de 1994 a Janeiro

de 2016. O grafico da série pode ser visto em 4.3.

Para uma referéncia mais facil as séries, elas serao chamadas de S1, S2 e S3

respectivamente a ordem que foram apresentadas.
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4.4 Testes e Resultados

Com os dois algoritmos mostrados e com uma forma de reconstrui-los utilizando a Trans-
formada de Fourier e com trés séries temporais definidas, pode-se agora testar o funcio-
namento dos algoritmos. Para isso, o algoritmo MMS e o algoritmo AES serao aplicados
as trés séries apresentadas(S1, S2 e S3). Inicialmente é estudada a aplicacao do método
MMS nas trés séries, posteriormente é testado o método AES.

Para a realizacao dos testes sera escolhido um intervalo L. que define o niimero
de pontos que sera usado para realizar a previsao. O algoritmo de previsao terd L pon-
tos conhecidos e tentara prever o ponto L+1. Chamando X de L+1, a cada iteragao
incrementa-se X e, para prever X+1, usa-se os L pontos anteriores a X. Termina-se o

algoritmo quando X for o tdltimo ponto da funcao.

4.4.1 MMS: Série S1

Inicialmente serd testada a técnica MMS utilizada na série S1, o esquema para teste
citado acima serd utilizado. A partir desse ponto algumas caracteristicas interessantes
tanto do algoritmo quanto da série poderao ser vistas. Alguns resultados s@o mostrados
na Figura 4.4. Veja que, como diz o método, ate os L. pontos do grafico a previsao é
perfeita, isso ocorre porque esses pontos sao considerados como conhecidos e deseja-se

prever apenas os pontos alem destes.
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Figura 4.4: Algoritmo MMS utilizado na série S1 para L=4, L=10 e L=20 respectiva-
mente.

Pode-se perceber que a série possui uma alta variagao, mesmo apresentando uma
periodicidade com picos de aproximadamente 12 em 12 meses, o algoritmo nao é capaz de
captar isso. Além disso, o algoritmo apresentado utiliza principalmente a média entre os
pontos. A média possui uma natural caracteristica de suavizar a funcao. Explicando com
um exemplo simples, considere dois pontos A e B com A>B, a média entre A e B chamada
de C necessariamente estara no meio dos dois pontos, ou seja, A>C>B. A caracteristica
de suavizagao pode ser vista nos exemplos gerados, é visto que aumentando o L(o nimero
de pontos usados na média) a resposta gerada perde seus picos e se torna mais suave.

O objetivo com os testes, além de apresentar caracteristicas dos algoritmos e das
séries, ¢ tentar utilizar a Transformada de Fourier para reconstruir o algoritmo utilizando
um nuimero menor de dados porém, neste caso, tem-se um empecilho. Considerando que
a melhor resposta utiliza apenas 4 pontos no algoritmo, a compactacao que poderia ser
utilizada, seria muito pequena e pouco util ja que o algoritmo, utilizando apenas 4 pontos,
ja seria muito rapido. As aplicabilidades da transformada assim como suas caracteristicas

poderao ser melhores vistas nos exemplos seguintes.

4.4.2 MMS: Série S2

Sera testado agora a série S2. Ao contrario da série S1, a nova série apresenta pequenas
variacoes no seu decorrer, tendo apenas um significativo aumento que perdura por quase
todo seu dominio. Testes semelhantes aos da série S1 foram feitos e sao apresentados
na Imagem 4.5. Perceba que foi utilizado valores de N maiores exatamente pela baixa
variacao da fungao.

A caracteristica de suavizacao, marcante no resultado da série S1, também é visto
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Figura 4.5: Algoritmo MMS utilizado na série S2 para L=20, L=50 e L=100 respectiva-
mente.

aqui, mas com menos intensidade porém, é possivel perceber que com L=100 tem-se uma
curva mais suavizada que com L=20. Uma outra caracteristica que pode ser vista é um
deslocamento no eixo Y com o aumento de L. Isso se deve também a caracteristica da
média e nessa caso ao crescimento continuo da funcao.

Para esse caso pode-se considerar que o melhor caso é apresentado na funcao com
L=20. Apensar de ainda, nesse caso, nao poder-se considera-lo Big Data, uma anélise da

transformada ja é possivel. O resultado pode ser visto na imagem 4.6.
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Figura 4.6: Algoritmo MMS utilizado na série S2 para L=20 e variando o nimero de
frequéncias N.

O resultado mostrado na imagem pode parecer inicialmente estranho, mas apenas
revela o poder da Transformada de Fourier. O resultado mostra que a utilizacao da
Transformada com apenas um coeficiente nao traz nenhum erro visivel a resposta. Dentre
os possiveis motivos desse resultado podemos considerar a baixa derivada da func¢ao, que

como ja visto nesse trabalho pode influenciar a geracao de erros e, o pequeno dominio
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Figura 4.7: Algoritmo MMS utilizado na série S3 para L=4, L=10 e L=20 respectiva-
mente.
usado pra transformada que poderia concentrar mais ainda as baixas frequéncias no ponto
central.

Uma curiosidade que foi vista durante os testes é em relacao a operacao de deslo-
camento no eixo X. Foi visto que ela gera um crescimento significativo nos coeficientes da
transformada de forma proporcional, apesar de manter a forma da funcao, a amplitude
dos coeficientes é aumentada. Isso pode trazer, dependendo da aplicacao, um problema

de overflow, portanto, deve-se ter cuidado ao utilizar essa operagao.

4.4.3 MMS: Série S3

Como ultimo teste do método MMS, é testado sua atuacao na série S3. A série S3
apresenta uma alta variagao durante todo seu percurso. Os resultados gerados no teste
podem ser vistos na imagem 4.7.

Percebe-se que o algoritmo conseguiu uma boa aproximagao em todo percurso,
Como nos outros casos ouve uma suavizagao da fungao resposta com o aumento do valor
de N, mas, mesmo assim, o algoritmo ainda obteve resultados razodveis.

Sera feito o mesmo teste realizado anteriormente para testar a Transformada de
Fourier, utilizando o algoritmo com N=20, por possuir uma qualidade de resposta e um
N de tamanho razoaveis. O resultado é apresentado na imagem 4.8.

O mesmo resultado obtido anteriormente aconteceu. Porém, nesse caso, tem-se
uma fungao com uma alta variacao e, mesmo assim, isso nao gerou alteracgoes visiveis na
qualidade da funcao. Um possivel fator que explica esse resultado pode ser visto numa
convergéncia ja estudada. A principal operacao que compoem o algoritmo MMS recons-

truido é a funcao de somatoério, ja que a operacao de divisao pode ser feita diretamente
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Figura 4.9: Algoritmo AES utilizado na série S1 para L=4, L=10 e L=20 respectivamente.

sobre o resultado da fungao de somatdrio. Observando a convergéncia encontrada na
secao 3.6 para a operacao, vé-se que ela é proxima de constante, portanto, isso explicaria

0 nao acréscimo de erro com o decréscimo do numero de coeficientes da transformada.

4.4.4 AES: Série S1, S2 e S3

O algoritmo AES foi utilizado nas trés séries temporais ja apresentadas. Os resultados
gerados apresentam caracteristicas muito semelhantes e por isso serao apresentados em
uma mesma se¢ao. Os resultados sao apresentados nas imagens 4.9, 4.10 e 4.11

O problema da média, encontrado no algoritmo de MMS nao se apresenta aqui,
irrelevante ao ntimero de pontos utilizados, a curva nao é suavizada. Também foi per-
cebido que a ponderacao utilizada gera uma alta prioridade para pontos mais proximos
do valor que se quer prever e gera uma baixa variagao quando aumentamos L para um

L ja suficientemente grande. Isso também aperfeicoa a representacao de curvas com alta
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Figura 4.10: Algoritmo AES utilizado na série S2 para L=20, L=50 e L=100 respectiva-
mente.
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Figura 4.11: Algoritmo AES utilizado na série S3 para L=4, L=10 e L=20 respectiva-
mente.

frequéncia como S1 e S3 e curvas com uma variagao continua, como o caso de S2, ja que
essas variagoes sao ponderadas em relagao a distancia do objetivo.

Uma analise dos resultados do algoritmo variando N assim como foi feito para os
exemplos do algoritmo MMS nao sera feito. O motivo pelo qual é estudado o resultado
do algoritmo com a diminuicao do numero de coeficientes utilizados é a realizacao de um
algoritmo que consiga gerar um resultado com pouca perda de qualidade de resposta e
com um tempo de processamento menor. Porém, para o caso do AES, tem-se a aplicacao
da convolugao que é de ordem O(n?) que se da por n pontos aplicados a n frequéncias.
Assim, mesmo que essa operagao seja realizada utilizando apenas 1 frequéncia sem perdas
consideraveis, o que seria o melhor resultado possivel, sua complexidade seria O(n) que
¢ a complexidade da operagao no dominio original. Isso implica que, mesmo obtendo o
melhor resultado possivel utilizando essa operacao, ainda nao seria obtida melhorias em
relacao a sua realizacao habitual.

A conclusao da aplicacao da Transformada de Fourier no algoritmo AES é que,
apesar de se conseguir realiza-lo totalmente no dominio comprimido, isso nao traz me-
lhorias para o algoritmo por aumentar sua complexidade temporal. Isso mostra que a

aplicacao da Transformada deve ser usada com cautela.
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4.5 Conclusao

O capitulo mostrou uma forma de, utilizando as operacoes vistas ate aqui, remodelar
dois algoritmos famosos de previsao utilizando a Transformada de Fourier. Aplicou-se
o método remodelado a um conjunto de 3 fungoes de exemplos e percebemos com seus
resultados que é possivel remodelar todas as operacoes necessarias com a transformada.
Em relacao a eficiéncia do método foi visto que o caimento de coeficientes no algoritmo
altera muito pouco a eficiéncia do método e, com isso, é possivel melhorar bastante o
numero de dados utilizados no algoritmo e consequentemente a velocidade do mesmo.
Porém, foi visto que, para um dos algoritmos, nao conseguimos um conjunto de operagoes

que o realiza-se de forma mais rapida que sua formulagao habitual.
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5 GGeracao de Carga

Nos capitulos 2 e 3 foram estudadas algumas caracteristicas da Transformada de Fou-
rier, algumas propriedades relacionadas as funcoes utilizadas e outras relacionadas as
possibilidades com a transformada. No capitulo 4 foi apresentado um primeiro exemplo
completo de uma aplicagao da Transformada de Fourier. Foi mostrado um conjunto de
séries temporais que foram utilizadas, algoritmos famosos e os resultados da aplicacao
da transformada sobre essas estruturas remodelando o algoritmo e o aplicando as séries
temporais de teste.

Neste capitulo, serd apresentada a aplicacao da Transformada de Fourier, em
outro problema, quer-se representar a carga de acessos de um evento esportivo de larga
escala na Internet. O objetivo em gerar modelos de carga é que, sua geracao pode resultar
no controle do sub ou super-dimensionamento da capacidade alocada de um sistema, o
que pode aplicar em custos adicionais a essas alocagoes (Pedroso et al, 2006). Para isso,
inicialmente é apresentado o conjunto de dados utilizados, Sera criado um algoritmo que
realize a funcao de geracao de carga com as operacoes apresentadas no capitulo 3, por fim

serao analisados os resultados encontrados.

5.1 Problema de Geracao de Carga

Eventos de larga escala na Internet sao cada dia mais comuns. Todos os grandes eventos
recentes, como a copa do mundo de futebol ou os atuais jogos olimpicos, contam com a
Internet como uma de suas principais plataformas de disseminacao. Tais eventos geram
uma classe de servigo que impoem fortes requisitos na infraestrutura e no ambiente de
execucao.

Diversos estudos caracterizam eventos deste tipo (Erman et al (2013); Almeida et
al (2015); Santos et al (2004)). Estes eventos, em sua maior parte, se preocupam em gerar
modelos que descrevam como serd o comportamento dos clientes que acessam servigos

relacionados a eventos de grande escala, ou como serd o trafego de rede observado durante
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um grande evento na Internet. Um dos principais problemas para se caracterizar e gerar
modelos precisos ¢ o grande volume de dados associados a um grande evento na Internet.
Em geral, sao diversos dias associados a um evento, com um numero inimaginavel de
clientes em uma escala global. Da mesma forma, a caracterizagao e os modelos gerados

também contém um grande ntimero de dados e variaveis.

5.2 Conjunto de Dados

Os dados analisados foram retirados de registros de acesso gerados pelos servidores de
midia ao vivo durante a transmissao dos 64 jogos da copa do mundo de futebol da FIFA,
realizado entre junho e julho de 2014. Todos os jogos do evento foram transmitidos
por redes de televisao, por radio e pela Internet. Foram coletados registros de acesso
da transmissao pela Internet em todos os dias em que ocorreram jogos. Em geral, os
servidores atenderam entre 300 mil e 1,1 milhoes de IPs tinicos durante a transmissao de
cada jogo, com picos de até 320 mil enderecos IP 1inicos simultaneos. Foi observado que,
para um tunico jogo, um volume total de trafego de rede de até 300 TB e picos de até 60
GB/s. Um estudo sobre os jogos utilizados pode ser encontrado em (Santos, 2016). A
base de dados se constitui dos acessos de IPs tinicos a cada jogo. Foi usado um periodo

de tempo de 30 minutos antes do inicio do jogo até 150 minutos apds seu inicio.

5.3 Meétodo Proposto

Agora sera apresentado uma proposta para um método de geracao de carga, para isso, é
apresentada uma proposta de algoritmo simples que encontra na base de jogos duas curvas
que sejam mais parecidas, isso é, que gerem o menor somatério do modulo da diferenca
entre cada ponto de duas fungoes, apos isso, modifica-se a amplitude de uma das curvas
para que ela se aproxime mais da outra. Mais precisamente é feito a seguinte ordem de

procedimentos.

1. E encontrado o jogo B mais parecido com o jogo objetivo A

2. E usado a Transformada de Fourier nas duas funcoes
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3. E retirado o somatério SA e SB das fungoes A e B respectivamente
4. B ¢é multiplicado por SA/SB

5. A Transformada Inversa de Fourier é aplicada em B

A partir do procedimento especificado acima, foi criado um algoritmo que o simula
e que podera ser diretamente reconstruido com a Transformada de Fourier. O Algoritmo 1
utiliza 3 constantes: NTotal que é a quantidade total de pontos que definem a funcoes;
NPrevisao que representa o tempo utilizado para previsao, neste trabalho 30 minutos ou
3600 segundos, e F que é o N da Transformada de Fourier ou o niimero de coeficientes que
foi utilizado para previsao. Note que, ha um pré-processamento de eventos conhecidos e
que a busca por similaridade ocorre com dados do pré-evento (e.g. 30 minutos anteriores

ao jogo). As cinco fungbes utilizadas no algoritmo serao especificadas abaixo:

Algoritmo 1: Algoritmo de predicao

1 Pré-Processamento Declara Variaveis NTotal <— NiumeroDePontosDaFuncao
N Previsao < Primeiros30Minutos F < NumeroDeCoeficientes
Tempo|N Previsao] < Funcaolnicial Prepara funcoes
FregTempo[F] < TransfFourier(Tempo, F, N Previsao)
Solucao[NTotal] + GeraFuncProzima(Tempo, N Previsao)
2 FreqSol|F] < TransfFourier(Solucao, F, NTotal)
SolPrevisao|N Previsao] +— Solucao[N Previsao]
FregSolucaoPrevisao[F] < Transf Fourier(SolucaoPrevisao, F, N Previsao) Previséo
SomatorioTempo < SomatorioDF (FreqTempo, N Previsao)
SomatorioSol < SomatorioDF(FreqSolucaoPrevisao, N Previsao)
Heuristica < SomatorioT empo/SomatorioSol
FregSolucao < Multiplicacao(FregSolucao, Heuristica)
Solucao < TransfInversaFourier(FregSolucao, F, NTotal)

oW

® N O wo

(I) Trans f Fourier(Tempo, F, N Previsao) e Trans f InversaF ourier(FregSolucao, F, NTotal):
sao derivadas das férmulas originais da transformada e sua inversa. O Tempo representa

a funcao a ser transformada, F' o nimero de frequéncias utilizadas na transformada e,

N Previsao o numero de pontos da funcao Tempo. FreqSolucao é o conjunto de coefici-

entes da transformada e NTotal a quantidade de pontos da funcao de saida.

(IT) GeraFuncProzima(Tempo, N Previsao): retorna como saida a fun¢do de um jogo
dentre os jogos conhecidos que tenham os primeiros 30 minutos mais parecidos com nossa
funcao de entrada T'empo. Para isso, ela calcula o somatério da diferenca entre o modulo

de duas fungoes nos seus NPrevisao segundos.

(III) SomatorioDF (FreqTempo, N Previsao): Para essa fungdo implementamos a se-

gunda operacao apresentada na secao 3.6. A escolha se deve, logicamente, pela melhor
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convergéncia gerada por esse método.
(IV) Multiplicacao(FreqSolucao, Heuristica): A multiplicagao da fungao foi dada pela
implementacao da operacao dada na secao 3.1.

Perceba que a fungao GeraFuncProxima(Tempo, N Previsao) é definida por
NPrevisao que, apesar de, no problema, ser tratada como constante, pode variar depen-
dendo da funcao de entrada. Essa operacao poderia ser feita no dominio comprimido,
mas isso poderia implicar em erros no resultado. Portanto, preferiu-se consideréd-la como
pré-processamento e gerar um resultado mais préximo do étimo do algoritmo, ja que
sO ocorrera uma vez. Trabalhos que realizem essa operagao no dominio compactado e
analisem seus resultados podem ser feitos no futuro.

Das 5 funcoes utilizadas no algoritmo, duas sao caracterizadas pelas proprias
transformadas. Duas outras funcoes possuem ordem de complexidade definidas por F
que pode ser definido como constante e irrelevante ao problema. Em resumo, a ordem de
complexidade do algoritmo proposto é O(N logN) para as transformadas, O(NPrevisao)
no pré-processamento, onde é representado o tamanho de interesse dos dados usados para
a previsao e O(1) para a previsao, pois o algoritmo é definido por F que é constante.

Em comparacao a um possivel algoritmo feito sem a Transformada de Fourier,
desconsiderando o pré-processamento, tem-se o custo do algoritmo sendo pelo menos O(N)
onde esse N representaria um custo de percorrer todos os pontos da fun¢ao para realizar a
operacgao de somatorio e multiplicacao. Ou seja, a proposta conseguiu, além de reduzir o
ntimero de dados usados para a representagao dos dados (sera melhor analisado na proxima
segao), diminuir a complexidade temporal de parte do algoritmo, ou seja, desconsiderando
o pré-processamento onde é realizado a Transformada de Fourier, o custo final que seria

de O(N) pode ser reconstruido em O(1) e O(NPrevisao).

5.4 Experimentos e Resultados

O Algoritmo 1 foi realizado em todos os dados relativos aos 64 jogos. Foi utilizado
um numero de frequéncias variando de 3 a 100 e um total de minutos para a previsao
igual a 30 minutos. Todos os jogos da base foram avaliados e serao analisados. Para

cada avaliagao, os dados do proprio jogo sao retirados do conjunto total de dados pré-
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Figura 5.7: Exemplos de uso do método de geracao de carga.

processados. Finalmente, os erros relativos sao verificados a cada instante da partida,
com granularidade de 1 s.

Os erros apresentados sao gerados com suas curvas deslocadas no eixo Y, objeti-
vando aproximar mais as curvas sem alterar suas estruturas. A funcao de deslocamento
pode ser facilmente realizada com a operagao especificada na secao 3.2. Considerando
que essa operagao pode ser realizada em tempo O(1), ela ndo gera maiores custos para o
algoritmo usado.

Alguns dos jogos sao representados nas Figuras 5.7. A maioria dos jogos, como
se vé na figura, se inicia com um crescimento rapido no seu numero de expectadores,
h& um pico no 1° tempo da partida (1800s a 4500s), uma queda visivel que acompanha
o intervalo (4500s a 5400s), e um outro momento de grande demanda no 2° tempo da
partida (5400s a 8100s). Assim que a partida termina (além de 8100s), hd uma queda
acentuada no nimero de expectadores.

As partidas 5.7-a e 5.7-b tém variacbes no numero maximo de expectadores e
detalhes ao longo de suas transmissoes (como crescimentos ou periodos estaveis). Entre-

tanto, o algoritmo proposto foi capaz de predizer o comportamento de toda a partida,
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mesmo contando apenas com dados de 30 minutos anterior a seu acontecimento.

As Figuras 5.7-c a 5.7-f mostram casos que o método proposto nao se encaixou
bem. O método foi capaz de recriar as tendéncias, mas o erro relativo se apresentou
alto. Intencionalmente, o método nao conta com informagoes de contexto. A partida da
figura 5.7-c aconteceu em feriado nacional, onde os usuarios tradicionais de transmissoes
pela Internet preferiram assistir os jogos pela TV aberta. A partida ilustrada na figura 5.7-
d e 5.7-f foram jogos atipicos, onde as partidas tiveram prorrogagao. Finalmente, o jogo
da figura 5.7-e foi um jogo com demanda diferencial de todas as demais partidas e é
considerado o evento com maior transmissao ao vivo pela Internet até o momento.

Visualmente, as predigoes realizadas para as partidas das figuras 5.7-a e 5.7-b
apresentam baixo erro em relagdo as previsoes geradas. As partidas das figuras 5.7-e e
5.7-f tem boa aproximacao, mas o algoritmo nao se ajusta ao tempo de prorrogagao.

Para todos os jogos, os erros relativos sao maiores, quanto mais distante o mo-
mento avaliado. De acordo com a figura 5.8, para todos os jogos, até 80% dos pontos de
comparacao tem erros relativos inferiores a 10%, quando o tempo avaliado esté distante
até 120 minutos a partir do primeiro ajuste do algoritmo. Para ajustes maiores que 120
minutos (a 3a. hora avaliada), os erros relativos sdo de pelo menos 20%, para a grande
maioria dos pontos avaliados. Tal comportamento é esperado, pois o algoritmo utiliza
apenas um periodo anterior ao jogo para ajustar a predicao que equivale aos 30 minutos

antes do jogo comecar.

1 — ‘
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\I} _/_/—’f/__/_/_
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Erro relativo e

Figura 5.8: Erro gerado por jogo da base de jogos

Analisando a Figura 5.9, é visto novamente que, para todos os jogos, os erros
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Figura 5.10: Composicao do erro gerado

pela Transformada de Fourier mais a
operacao de Multiplicacao e Somatorio.

Figura 5.9: Erro médio gerado na nossa
base de jogos variando o valor de N.

relativos sao maiores quanto mais distante o momento avaliado. De acordo com a figura,
percebe-se que o erro médio para os primeiros 30 minutos de jogo se mantém abaixo de
10%, os préximos 60 minutos do jogo o erro aumenta, mas ainda se mantém proximo de
10% e apenas na proxima hora o erro se mostra alto em relagao aos outros perfodos.

A figura 5.10 d4 um comparativo que permitird analisar melhor os resultados, ela
apresenta o erro médio gerado em toda a base de jogos pela composicao das operagoes apre-
sentadas nas se¢oes 2.1(Transformada de Fourier), 3.1(Multiplicagao por escalar), 3.6(Somatdrio).
E feita uma multiplicacao sobre os coeficientes gerados pela Transformada de Fourier e
depois é calculado o somatério da funcao gerada, é retirada a variacao desse resultado
com a funcao gerada por todas essas expressoes feitas no dominio original. Como era
esperado, pelas andlises anteriores, os erros se aproximam muito rapidamente de 0.

E interessante perceber que todas as operagoes usadas para calcular o erro apre-
sentado na figura 5.9 estao presentes no algoritmo, com isso, o erro gerado por essas
operacoes compoe o erro gerado pelo algoritmo mostrado na figura. 5.9. Considerando
que o erro do algoritmo é préximo de constante e nao varia com N e que o erro gerado
pelas operacoes varia com N, pode-se concluir que o erro das operacoes é suficientemente
pequeno ao ponto de nao alterar a precisao do algoritmo de previsao, ou seja, o erro
gerado pelo algoritmo e mostrado na figura 5.9 representa em sua maioria o préprio erro
do algoritmo de previsao utilizado.

Pode-se concluir dos resultados, que o método proposto nao gera maiores erros ao
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algoritmo original para um niimero pequeno de frequéncias (em torno de 5), conseguindo
reduzir drasticamente o valor de N e, com isso, uma diminuicao dos dados utilizados para

representar a funcao, anteriormente 10800 segundos agora em apenas 5 pontos.
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6 Conclusao

Ao longo do trabalho foram mostrados um conjunto de propriedades e aplicagoes de uma
transformada matemédtica no contexto da computacao. Especificamente foi utilizado a
Transformada de Fourier para sintetizar procedimentos e andlises de interesse ao trabalho.

Uma répida introducao a Transformada de Fourier foi dada e seguiu-se para sua
aplicagao em funcgoes. Destacando que, o principal objetivo de usar a transformada era
conseguir uma compactacao dos dados, foi estudada a aplicacao da transformada em
fungoes com uma forma de diminuir a quantidade total de dados que representava aquela
funcao, acrescentando um erro a sua representagao. Esse erro foi estudado e analisado
para diferentes fungoes e para diferentes caracteristicas de fungoes.

Apds um estudo sobre a aplicabilidade da transformada em fungoes foi visto sua
aplicabilidade em operar fun¢ées. Um conjunto extenso de operacoes foi explicitado e
analisado, conjunto este que conseguiu sintetizar alguns algoritmos posteriormente.

Por fim, dois problemas foram introduzidos ao trabalho, o problema de previsao
e de geracao de carga. Para ambos os problemas, um conjunto de dados foi apresentado e
um algoritmo foi explicitado ou criado utilizando a Transformada de Fourier para realizar
as operacoes que compunham esse algoritmo. Testes foram realizados e os resultados
foram analisados.

Foi percebido que, em geral a Transformada de Fourier consegue sintetizar com
muita eficiéncia e poucos dados, séries temporais reais que possuem pouca variacao du-
rante o tempo. Notamos que a transformada possui um grau de convergéncia que pode
depender da primeira e segunda derivada da funcao, além que, a derivada pontual pode
ser importante para definir a convergéncia de um conjunto restrito de pontos vizinhos.
Apesar disso, foi visto também, que a convergeéncia de qualquer funcao pode variar muito
ja que, em geral, cada ponto de uma funcao é definido por todos os pontos dessa mesma
funcao na Transformada de Fourier.

Foi visto também que a Transformada de Fourier consegue sintetizar uma grande

quantidade de operacoes, na maioria das vezes, sem prejudicar a complexidade temporal
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da operacao, porém, em alguns casos, ela obteve resultados melhores ou piores. Viu-se
que um grande desafio da transformada é sintetizar operagoes que atuam em um Unico
ponto da funcao como o GET e SET, mas que em geral, ela possui grande eficiéncia em
operacoes que atuam em todo conjunto de pontos da funcao.

Como primeira forma de testar a aplicabilidade das operagoes, foram apresentados
dois algoritmos famosos de previsao e a partir das operagoes conseguiu-se remodelar tais
algoritmos de forma a manter seus resultados. Foi visto que a transformada gera um
ganho no algoritmo ao utilizar menos coeficientes e que tal dimuicao altera muito pouco
a qualidade do resultado do algoritmo. Porém, foi visto que, em um dos dois algoritmos,
apesar de se conseguir uma total remodelagem do mesmo com a transformada, gerou-se
um novo algoritmo com um aumento na complexidade temporal do método, o que nos
mostra que deve haver um cuidado ao utilizar a transformada.

Por fim, a transformada de Fourier foi utilizada para a geracao de carga em dados
gerados por grandes eventos na Internet. A partir de um conjunto de operagoes apresenta-
das no trabalho, simulou-se um método de geragao de carga diminuindo sua possivel ordem
de complexidade temporal prevista para O(N) e simulada em O(1). Ainda é perceptivel
que essa modificagao nao prejudicou substancialmente o erro gerado pelo algoritmo, que
se manteve préoximo de 10%, mesmo utilizando apenas um tamanho equivalente a 0,04%
do tamanho da func¢ao original.

Conclui-se que, em geral a Transformada de Fourier pode ser utilizada para sin-
tetizar varios algoritmos, que ela pode gerar melhorias significativas em relagao a com-
plexidade do tempo de processamento e ao espaco utilizado para o processo e com isso
um ganho paralelo a velocidade total do algoritmo. Porém, a funcao utilizada como base
de dados, as operacgoes que compoem o algoritmo, assim como, suas eficiéncias temporais
devem ser analisadas com cuidado para garantir a eficiéncia da aplicacao da Transformada
de Fourier.

Como trabalhos futuros pode ser analisado caracteristicas de convergéncia da
Transformada de Fourier para outras funcgoes assim como para outras caracteristicas de
funcoes. Pensar num conjunto complementar de operacoes e analisar as ja criadas a fim

de melhorar sua eficiéncia temporal ou espacial, melhorando e analisando a convergéncia



6 Conclusao 64

da operacao para diversas fungoes. Outros algoritmos de previsao mais bem elaborados
podem ser sintetizados usando a Transformada de Fourier ou outras transformadas. Novos
problemas ou algoritmos podem ser apresentados a fim de reproduzir a ideia mostrada no

trabalho com a Transformada de Fourier ou outras transformadas.
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