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RESUMO

Este projeto tem como finalidade apresentar o estudo realizado sobre 0s processos
de decisdo de Markov que permitem a resolucdo de problemas em ambientes de incerteza de
uma forma a maximizar a recompensa esperada ou minimizar o custo esperado. A motivacao
para a escolha do tema € oriunda de problemas de otimizacdo em sistemas de filas, onde foi
realizado um estudo em que processos de decisdo de Markov foram utilizados em sua
resolucdo. Além disso, o tema abordado mostrou-se muito util em uma grande diversidade de
areas, podendo ser aplicado para a resolucéo de problemas de controle, selecionando as a¢des
a serem tomadas nesses ambientes. Espera-se que, com esse trabalho, sejam mostrados
diversos exemplos de problemas em diferentes areas em que se podem aplicar os processos de
decisdo de Markov juntamente com os resultados obtidos através da utilizacdo desses

processos, demonstrando-se entdo a grande utilidade destes processos.

Palavras-chave: Processos de Decisdo de Markov.
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1. INTRODUCAO

Tomar decisbes em sequéncia é uma atividade que pode ser de grande
importancia, principalmente se o ambiente onde essas decisOes estdo sendo tomadas € de
incerteza.

Um exemplo deste tipo de ambiente seria o sistema de navegagdo de um robd
onde este conta somente com sensores imprecisos para decidir a qual diregéo deve ir (SMITH
AND SIMMONS, 2005). Outros exemplos sdo sistemas de ajuda online, onde a0 mesmo
tempo em que o sistema tenta ajudar o usuario passo a passo na tomada de decisdes, ele tenta
tracar o perfil do usuério e determinar o que ele realmente quer (HUI AND BOUTILIER,
2006); a mudanca no preco de servigos ou produtos comercializados por uma empresa, assim
como a decisdo a respeito de promogdes desses produtos (PINEAU AND THRUN, 2001).

Esses sdo exemplos de situacdes onde as decisdes sao tomadas e ndo ha certeza
sobre o resultado de cada acéo realizada.

Este projeto objetiva estudar os processos de decisdo de Markov, que s&o
processos utilizados para encontrar a solucdo, ou uma sequéncia de acGes ideal, de situacdes
onde € necessario executar acdes em sequéncia em ambientes de incerteza. Essa incerteza se
encontra no resultado das acGes executadas nesse ambiente.

Um sistema que pode ser modelado como um processo de decisdo de Markov é
composto por varios estados, acdes, que podem modificar o estado atual do sistema, e a
possibilidade de perceber o resultado de cada acdo executada. Resolver esse problema
significa encontrar uma politica 6tima que maximize a recompensa esperada ou minimize o
custo esperado em cada execucdo de uma acao.

O interesse pelo estudo dos processos de decisdo de Markov surgiu a partir de
estudos de meétodos numéricos para a resolucdo de problema de controle de modelos de
sistemas de fila que operam no limite de sua saturacdo. Esse estudo foi desenvolvido atraves
de um projeto intitulado “Métodos Numéricos para a Solucdo de Problemas de Controle
Otimo Estocastico a Tempo Continuo”. Nesse projeto, procurou-se construir controles otimos
utilizando o Método da Cadeia de Markov Aproximada. Esse método tem como base uma
discretizagdo do espago de estados para tratar o problema de controle como um processo de
decisdo de Markov.

A partir do estudo realizado nesse projeto, surgiu o interesse maior pelos

processos de decisdo de Markov, ou seja, a capacidade de resolver diversos tipos de
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problemas, como os j& citados anteriormente, além de sistemas de comunicacdo de alto
desempenho, sistemas de controle de estoque, etc, que demonstram a grande area de atuagao
em que as solugdes geradas pelos processos de decisdo de Markov podem alcancar.

O presente trabalho tem como objetivo desenvolver algoritmos que solucionam
problemas encontrados em ambientes onde ha incerteza durante a evolugdo do sistema.
Alguns problemas de temas diferentes seréo resolvidos ao longo do trabalho, mostrando o
potencial de resolucao e a amplitude de atuacéo dos processos de decisdo de Markov.

O estudo serd dividido em trés partes, onde a primeira parte fard uma breve
introducéo sobre os conceitos de cadeias de Markov e introduzira os processos de decisdo de
Markov. A segunda parte tratard sobre processos de decisdo de Markov em ambientes com
horizontes finitos e a terceira parte trabalhard com ambientes com horizontes infinitos.

Serdo abordados temas como a teoria, algoritmos e alguns problemas que podem
ser resolvidos utilizando os processos de decisdo de Markov para ajudar na tomada das
decisbes, maximizando a recompensa esperada ou reduzindo o custo esperado nas acoes
executadas em cada estado do ambiente modelado.

Para alcancar o objetivo geral desse trabalho serdo desenvolvidos os algoritmos de
programacdo dinamica para tratar os ambientes com horizonte finito e os algoritmos de
Iteracdo de Valores e Iteracdo de Politicas, que sdo algoritmos utilizados para a resolugédo de
problemas onde o horizonte de estados € infinito nos processos de decisdo de Markov.

E esperado como resultado neste trabalho que as solucbes dos problemas
estudados sejam encontradas, além de mostrar a amplitude do campo de estudo onde os
processos de decisdo de Markov podem atuar solucionando problemas e encontrando uma

politica 6tima maximizando a recompensa esperada ou diminuindo o custo esperado.
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2. CADEIAS DE MARKOV

Processos estocasticos sdo modelos para sistemas que envolvem com o tempo de
forma probabilistica. Um processo estocastico € definido como uma colecdo de varidveis
aleatdrias (X(t)) indexadas por parametro t pertencente a um conjunto T. X(t) pode ser uma
quantidade de produto em um armazém ao longo do ano t, ou o nimero de pedidos de
impressdo para uma impressora ao longo do dia, por exemplo.

Os processos estocasticos podem ser classificados de acordo com o estado ou de
acordo com o tempo.

Séo ditos de estado discreto (cadeia) quando X(t) é definido sobre um conjunto
enumeravel ou finito e sdo ditos de estado continuo (sequéncia) quando X(t) é definido sobre
um conjunto nao enumeravel.

De acordo com o tempo 0s processos estocasticos podem ser definidos como de
tempo discreto, quando t é finito ou enumeravel, e de tempo continuo, quando t ndo €
enumeravel ou é infinito.

Seja T um conjunto discreto e X; toma valor em um conjunto discreto E um processo

estocastico possui a propriedade de Markov se

PXi+1=JIXe =1, Xo =g, X1 = i1, oo, Xim1 = h-1) = P+ 1 = J|I X =10)

para todo j, i, ig, ..., it -1 € E e tempo t. Ou seja, um processo estocastico € dito ser um
Processo Markoviano se o estado futuro depende apenas do estado presente e ndo dos estados
passados.

As probabilidades de transicdo representam a probabilidade do estado X; ser j no

instante t dado que o estado X;.1 é i no instante t - 1.
P(Xt = jIXe-1=1) = pi(li)
E comum as probabilidades de transi¢ao serem escritas de forma matricial:

p.(0l0) p.(110) p.(210) p.(3]0) ..
p.(110) p.(111) p.(2]1) p.(3]1) ..
P:EE{IEJ P:(1l|23 prilflzj P:(EIIEJ

13
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A matriz de transicdo também pode ser dada por um diagrama de transi¢Ges de
estados.

Po1

Pr.un P11

Pio

Figura 1. Diagrama da matriz de transi¢oes de estados de uma cadeia de Markov de dois
estados.

Um processo Markoviano é dito ser uma Cadeia de Markov quando as variaveis
aleatdrias X(t) estdo definidas em um espaco de estados discreto. Walrand (1988) define
cadeia de Markov como: uma cadeia de Markov x = {x;, t > 0} descreve a evolucédo aleatoria
de uma particula “amnésia” num conjunto contavel. Isso significa que o processo X chegou ao
presente estado x; esquecendo o modo pelo qual chegou a esse estado e a chegada aos

préximos estados também serd feita sem recorrer aos estados anteriores.

2.1 EXEMPLO DE CADEIA DE MARKQOV

Um jogo de apostas pode ser modelado como uma cadeia de Markov da seguinte
forma:

e Jogador joga uma moeda e aposta em cara ou coroa;

e P(X=1)=p (probabilidade de acertar o lado da moeda);

e P(X=0)=1-p (probabilidade de errar o lado da moeda);

e O jogador ganha R$ 1 (1 real) ao acertar e perde 1 real ao errar o lado
mostrado da moeda;

e O jogo encerra quando o jogador n&o tiver mais dinheiro ou quando tiver
uma quantia igual a 3 reais;

e E={0,1, 2, 3}(espaco de estados da cadeia).
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1 0 0 0
p— 1—-p 0 p 0
0 1—-p 0 p
0 0 0 1

Figura 2. Diagrama da matriz de transicGes de estados de uma cadeia de Markov do exemplo

citado anteriormente.
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3. PROCESSOS DE DECISAO DE MARKOQOV

Processos de decisdo de Markov (MDP — Markov Decision Process) sdo utilizados
para modelar e solucionar situa¢cdes onde uma sequéncia de ag¢les sera executada em um
ambiente onde ndo hé certeza sobre o estado atual e o resultado da acdo aplicada sobre esse
estado.

O MDP auxilia na tomada de decisdes em ambientes com incerteza e a sequéncia de
acOes realizadas nesse tipo de ambiente pode ser considerada de grande importancia em
algumas areas.

Um exemplo pratico seria um diagnostico médico onde o profissional de salude deve
escolher uma acdo conhecendo apenas os sintomas do paciente. Dentre essas acOes estdo
exames, medicacdo, alta, internagdo, etc. Apds a tomada de decisdo ndo ha como garantir a
eficiéncia do tratamento, pois em alguns casos o tratamento escolhido resulta em cura, mas
em outros casos, o resultado pode néo ser o satisfatorio. Somente ap6s a tomada da decisdo a
influéncia do tratamento, positiva ou negativa, sera conhecida pelo médico. (PELLEGRINI
AND WAINER, 2003) (HAUSKRECHT, 2000).

O MDP procura determinar uma decisdo que chegue mais proxima do resultado
esperado sem a certeza do que vai acontecer apds a tomada da decisdo. No exemplo descrito
esse resultado seria a cura do paciente.

O MDP trata problemas desta natureza onde o resultado de uma decisdo tomada néo
depende de como a sequéncia de decisfes chegou ao estado atual, e sim do estado atual e da
acao escolhida.

Processos onde as transi¢Ges entre estados sdo probabilisticas, ha a possibilidade de
observar em que estado o processo esta e é possivel interferir de forma periodica no processo
executando agdes, podem ser modelados utilizando MDP.

Dependendo do estado em que 0 processo se encontra, a acdo realizada pode gerar
uma recompensa, ou um custo. Essa recompensa, ou custo, pode ser definida também para os
estados, independente da acdo executada.

Dada a descricdo de um problema que pode ser modelado como um processo de
decisdo de Markov, a resolucdo desse problema reside no fato de encontrar uma politica 6tima
onde a cada momento ou estado, serd determinada uma ac¢éo que torna méaxima a recompensa
esperada ou minimo o custo esperado (PUTERMAN, 1994) (BERTSEKAS, 2001).
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3.1 DEFINICAO DOS PROCESSOS DE DECISAO DE MARKOV

Um MDP é uma tupla (S, A, pt, i), onde:

e S éum conjunto de estados em gue 0 processo pode estar;

e A éum conjunto de ac¢Bes que podem ser executadas em diferentes épocas
de deciséo;

e pi:SXxAXS—[0; 1] éuma funcdo que da a probabilidade de o sistema
passar para um estado s’ ¢ S, dado que 0 processo estava em um estado s ¢
S e 0 agente decidiu executar uma ac¢ao a € A (denotada pi(s’ | s, a));

e r:SXxA — R éuma funcdo que da o custo (ou recompensa) por tomar
uma decisdo a € A quando o processo estd em um estado s € S.

Os conjuntos de estados (S) e a¢bes (A) podem ser finitos ou infinitos.

3.2 DEFINICAO DE HORIZONTE EM PROCESSOS DE DECISAO DE MARKOV

O numero de épocas de decisdo disponiveis para a tomada de decisées de um MDP é
chamado horizonte. O horizonte pode ser finito, infinito ou indefinido, dependendo do
namero de decisbes a tomar.

Caso 0 numero de decisbes a tomar seja fixo, entdo o horizonte é finito. Se ndo existe
possibilidade de parada entdo o horizonte € infinito. Se o processo para apenas alcancando
algum estado que foi definido como estado final do processo, entdo o horizonte é também

infinito.

3.3 POLITICA PARA UM PROCESSO DE DECISAO DE MARKOV

Um ambiente que pode ser modelado como um processo de deciséo de Markov pode
ser descrito da seguinte forma: a cada estado em que se encontra o sistema, o tomador de
decises verifica esse estado consultando uma politica e apds essa consulta executa uma agéo.
A acdo pode modificar o estado atual. A partir dessa acdo, o ambiente encontra-se em um
novo estado. Esse novo estado é verificado novamente pelo tomador de decisdes para que a
préxima decisdo seja tomada.

Uma regra de decisdo deve ser utilizada pelo tomador de decisdo a cada época de

decisdo. Todas as regras de decisdo, juntas, formam uma politica z. Uma regra de decisdo €
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uma funcdo dx : S — A, que ird determinar a acdo que serd executada em um estado do
sistema, onde k é uma época de decisdo. A politica é formada por uma sequéncia de regras de
deciséo = = {do, dq, ..., dy-1}, para cada época de decisao, onde N € o horizonte.

O objetivo principal é encontrar uma politica que seja 6tima de acordo com o critério
de desempenho das decisdes.

A classificacdo da politica de acordo com as épocas de decisdo pode ser definida de
acordo com a dependéncia da acdo com a época de decisdo, ou seja, se a acdo recomendada
ndo depender da época de decisdo entdo a politica € estacionaria, caso contrario a politica é
ndo-estacionaria.

Em uma politica estacionaria a politica pode ser usada como um sindnimo de
decisdo. As politicas estacionarias ou ndo-estacionarias podem ser utilizadas para horizonte
finito ou infinito. O uso comum é de politicas estacionarias para horizonte infinito e de
politicas ndo-estacionarias para horizonte finito.

As politicas podem ser classificadas também como deterministicas, quando cada
estado é mapeado em uma Unica acdo, e ndo-deterministica quando um estado é mapeado em
um conjunto de ac¢des, sendo que cada acdo tem uma probabilidade de ser escolhida.

Caso a escolha da acdo dependa apenas do estado atual, entdo a politica é
Markoviana. Se a acdo depende de todo o historico de acdes e estados do sistema até o
momento da tomada de decisdo entdo ela é ndo-Markoviana.

Em cada época de decisdo o tomador de decisGes receberd uma recompensa na
execucdo de uma politica. Essa recompensa pode ser utilizada para comparar duas politicas.
Os critérios mais utilizados para essa comparagao sao:

e A recompensa média por época de decisao;
e A recompensa esperada total;
e A recompensa esperada descontada.
O objetivo de um problema de tomada de deciséo sequencial é encontrar a politica z

gue maximize as recompensas esperadas ou minimize os custos esperados.

3.4 PROGRAMACAO DINAMICA

A programacdo dinamica (Dynamic Programming — DP) é amplamente reconhecida
como a Unica solugdo para problemas de tomada de deciséo sequencial que € ao mesmo tempo

bem fundamentada teoricamente e vidvel computacionalmente (BARRETO, 2008). A DP
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oferece um algoritmo mais barato que a simples enumeracdo de todas as possibilidades de um
problema combinatério, o que, em alguns casos, se torna impraticavel ou extremamente caro.

O inicio da DP, data dos anos 50, época da publicacdo dos primeiros artigos de
Bellman, que introduziram essa teoria. Desde entdo a DP torna-se uma disciplina de interesse
maior em diversas areas como a matematica aplicada, investigacdo operacional, engenharia,
economia, gestdo, entre muitas outras.

A programacédo dinamica se baseia fortemente no conceito de funcéo de valor, que
reflete o desempenho de uma politica de decisdo em um horizonte de tempo potencialmente
infinito (BARRETO, 2008).

O conceito de uma fungéo de valor € um conceito absolutamente imprescindivel para
a teoria da programacao dindmica. A cada estado s; do espaco S a funcdo de valor de uma
politica = associa o valor esperado da série de recompensas recolhidas por z a partir desse
estado: V' : S — R.
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4. PROCESSOS DE DECISAO DE MARKOV COM HORIZONTE FINITO

Neste capitulo serdo apresentados alguns itens sobre os processos de decisdo de
Markov com horizonte finito. Dentre os assuntos discutidos terdo conceitos basicos,

algoritmos e problemas resolvidos com este modelo.

4.1 CRITERIOS DE OTIMALIDADE

Como resultado da escolha e implementacdo de uma politica, o tomador de decisdes
recebe recompensas em periodos 1, ..., N. O tomador de decisdo devera escolher uma politica
que tenha a melhor sequéncia possivel de recompensas e, para isso, ele necessita de um
método de comparacdo para as sequéncias de recompensas que, antes de implementar a
politica, sdo desconhecidas para o tomador de decisdo. Algumas abordagens para comparacéo
de recompensas serdo discutidas.

Um dos modelos de comparac@es existentes leva em conta a utilidade esperada. Para
MDP de horizonte finito e espago discreto a utilidade esperada da politica = pode ser
representada por:

EWRI= ) W2 P )

(pympyle IR

Onde = é uma politica, P" sdo as probabilidades de ocorréncia de uma certa
sequéncia utilizando a politica 7, N é 0 espaco de tempo onde as decisdes serdo tomadas e
w(R) é a utilidade de um vetor de recompensas R.

Sob esse critério o tomador de decisao prefere a politica 7 sobre a politica v se:

E W(Ry o, Ry > EW(Ry, ., RY)].

E é equivalente quando:

E"[W(Ry, ... Ry)] = EV[W(Ry, ... Ry)].

Pode-se também considerar preferéncias temporais incluindo um fator de desconto

nesta expressao.
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Como uma alternativa aos critérios de utilidade esperada, o tomador de decisdo pode
usar um critério que leva em conta explicitamente tanto o valor total esperado quando a
variancia da sequéncia de recompensas. Como consequéncia do uso de tal critério, ele pode
renunciar a politica com a maior recompensa esperada total porque a sua variancia ¢ muito

grande.

cisoe . ™ -
De acordo com o critério de recompensa total esperada, seja ¥» () a representacao
da recompensa total esperada sobre o horizonte de tomada de decisfes se a politica 7 € usada

e 0 sistema estd no estado s na primeira época de decisdo, z ¢ I1 é definido por:

N-1

vy(s) = ET Z (X, ¥ + my (X))t

t=1

Para contabilizar o tempo das recompensas, muitas vezes € introduzido um fator de
desconto. Fator de desconto é um valor escalar 4, 0 < A < 1, que mede o valor no tempo n de
uma recompensa recebida no tempo n + 1. Uma recompensa que soma valores de periodos t
no futuro tem o valor de A presente.

Teorias e algoritmos de MDP para horizonte finito se preocupam principalmente em
encontrar uma politica que tenha a maior recompensa total esperada. A politica encontrada
que retorna o maior valor para uma recompensa esperada € chamada de politica 6tima.

Um problema de decisdo de Markov € utilizado juntamente com um critério de
otimalidade para um processo de decisdo de Markov. Os problemas abordados nesse capitulo
sdo de tempo discreto e horizonte finito e o critério de otimalidade utilizado é o da

recompensa total esperada.

4.2 AVALIACAO DE POLITICAS

Os problemas modelados como processos de decisdo de Markov para horizontes
finitos séo resolvidos através da programacao dindmica utilizando uma inducdo de tras para
frente para avaliar recursivamente a recompensa total esperada.

Seja « = (di, d, ..., dn.1) uma sequéncia de decisdes tomadas, ou seja, uma politica.

£ sy 7 .~
U Hy — R representa a recompensa total esperada usando a politica 7 nas épocas de decisdo
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t,t+1,.., N-1, onde H; é 0 espaco das historias do processo até o tempo t. Se o historico de

decisbes na épocat € h; € Hy, entdo uy parat <N é definida por:

N-—1

u"tr [:h't:] = E:r [Z T [Xn’yn:] + Tw (X,"."j ’ (4'2'1j

n=t

m . - 7
onde ¥z inclui recompensas sobre todas as épocas futuras.

Para mostrar como avaliar indutivamente %z utilizando o algoritmo de avaliacdo de
politicas para horizonte finito, vamos supor que = ¢ I7 seja deterministico e que S seja
discreto.

O algoritmo de avaliacao de politicas para horizonte finito é descrito a seguir:

1. Considere t = N e ¥x () = 7y (sy) para todo fw = (hy_y @y_y, Sy)e Hy,
2. Se t =1, pare, sendo va para 0 passo 3.

3. Substitua t— 1 por t e calcule ug (hy) para cada h; = (h;_1, a; 1, St) € H; com:

uf(h,) =m [Sr! d, [hr])‘l' Z pr[j|5r! dr[hrj)u¥+1(hr!dr[hr]rj] , (4.2.2)

jeX

para cada (hy, di(hy), j) € Hi+1.
4. Retorne para 0 passo 2.

O valor esperado da politica = ao longo dos periodos t, t + 1, ..., N, quando o
historico de recompensas na epoca t é h;, € dado por r¢(s,d:(h;)) mais a recompensa esperada
ao longo dos periodos restantes. O segundo termo da equacdo (4.2.2) contém o produto da
probabilidade de estar no estado j na época de decisdo t + 1 usando a agdo di(h;) e a
recompensa total esperada obtida usando a politica z ao longo dos periodos t + 1, ..., N,

quando o histérico de recompensas na epoca t + 1 € hy. 1= (h, di(hy), J). A soma sobre todos

- s , . . T .
0s j possiveis da a expectativa desejada expressa em termos de “&+1, ou seja:

uy [hzj =T [:Srr d, [hr]:H' E:r{uLl[hrrdr[hrjr‘j{r+1)}'

Este esquema indutivo reduz o problema de computacdo das recompensas esperadas
totais ao longo de N periodos a uma sequéncia de N — 1 passos sobre um periodo
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(PUTERMAN, 2005). Essa reducdo de célculos na computacdo € a esséncia da programacéo
dindmica.

“Problemas de multiplos estagios podem ser resolvidos atraves de uma analise de
sequéncia simples de fases tnicas de problemas definidas indutivamente.” (PUTERMAN,
2005).

Ao utilizar essa esséncia da programacgdo dindmica a pesada tarefa de determinar
explicitamente a distribuicdo de probabilidade conjunta de historias em z € evitada. Um
procedimento para encontrar politicas 6timas que generaliza esses calculos é descrito a seguir.

A prova de que esse algoritmo faz a otimizacdo proposta por ele é feita através de
indugdes. Contrariamente a convencdo matematica usual, a indugdo aplicada é para tras, ou
seja, realizada do final para o inicio. O desenvolvimento da prova abaixo foi retirado de
(PUTERMAN, 2005) pagina 81.

Considerando t o indice de indugbes, = e supondo que Uz, 1 <N, foi gerado pelo

algoritmo de avaliagdo de politica. Entéo, para todo ¢ < N, a equagéo (4.2.1) é verificada e
vi(s) = wI(s) paratodoseS.

O resultado é obviamente verdadeiro quando t = N. Suponhamos agora que essa
afirmacdo seja verdadeiraparat + 1, t + 2, ..., N. Em seguida, usando

uy (hrj =T [:Srr d, (hrj}—l' E:r{u:+1(hrrdr(hr:]rxr+1)}

e a hipotese de inducéo

uz(h,) =1 [Srr d, (hrj:H_ Ei;‘zrr

|

N-1
E??H*_{ Z Tn (Xn’ Yn) + T (an

n=t+1
N-1
=% [‘gt’ dr(hrj)-l_ E??r[ Z Tn[Xn’Yn:] + Tw (an '
n=t+1

Deste s; e h; sdo conhecidos na época de decisédo t, X; = s;, de modo que o primeiro termo da
equacéo anterior pode ser incluido dentro da expectativa de trazer os resultados esperados.
Quando se toma uma expectativa condicional sobre a historia até 0 momento t + 1,

uma X; é conhecida, mas quando se toma expectativa condicional em relacdo a historia até o
7 ;. - - . T
tempo t, uma X; é aleatoria. Assim, uma vez que o algoritmo avalia Ufsg(Pesq) para todo hiq,

. T .
antes de avaliar ™= a expectativa sobre X..; pode ser computada.
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Uma caracteristica chave deste algoritmo é que a indugdo é para trés. Isto é
necessario devido a natureza probabilistica do MDP. Se o modelo for deterministico, politicas
poderiam ser avaliadas por qualquer inducéo, tanto para frente quanto para tras, porque as
expectativas ndo precisam ser computadas. Para avaliar uma expectativa condicional da
decisdo diante da época t, é exigida a expectativa condicional da época de decisdo t + 1 em
diante para cada possibilidade de histdria surgida a partir da época de decisdo t + 1. Proceder
de forma indutiva para frente exigiria uma enumeracdo de todos os historicos de deciséo, e

derivar a distribuicdo de probabilidade de cada politica inferior de 7.

4.3 EQUACOES DE OTIMALIDADE E O PRINCIPIO DA OTIMALIDADE

Nesta secdo serd mostrado que as equacdes de otimalidade correspondem as funcgdes
de valor 6timo e que elas também fornecem uma base para determinar politicas 6timas.

Considere que

ur(hrj T mell Yt (h.)

denota o supremo sobre todas as politicas da recompensa total esperada de decisdo diante da
época t, quando o histérico de decisdes até o instante t é h. Uma vez que h; é conhecido, sera
considerado apenas porcdes de politicas de decisdo diante da época t, ou seja, € necessario

apenas o mais supremo (d;, di+1, ..., dn-1) € Dy X Disg X ... X Dn.1. Quando deseja-se minimizar o

.. ', - ~
custo em vez de maximizar a recompensa, “+ é referido como uma fung¢éo cost-to-go.

As equacOes de otimalidade séo dadas por

sup . . ,
aed, 1 (s.a) + Z . (Jls. a)uis,(he a,j)

jef

uz(h) =

para t = 1, .., N-1 e hy = (Ney, a1, ) € He Para t = N a condicio Un(ha) =7y (Sy) ¢
adicionada para hy = (hy_y gy, Sy)€ Hy,
As operagdes de “sup” sdo implementadas para avaliar a quantidade entre chaves

ae d

para cada st @ escolhendo o supremo sobre todos esses valores. Quando Az 6 continuo, o
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supremo pode ser encontrado analiticamente. Se o supremo € atingido, por exemplo, quando

s ¢ finito, ele pode ser substituido por “max” e torna-se a seguinte equacao:

u.(h,) = max r.(s..a) + Z p:(lssa)usy (heaj) o
s

jef&

As equacdes de otimalidade sdo ferramentas fundamentais na teoria da decisdo de
Markov, tendo as seguintes propriedades importantes e Uteis:

a. Solucbes de equagbes de otimalidade sdo retornos 6timos a partir do periodo t
progressivamente para cada t.

b.Elas fornecem um método para determinar se uma politica é a ideal. Se a
recompensa esperada total da politica z a partir do periodo t satisfaz este
sistema de equacbes parat =1, ..., N, entdo essa politica é étima.

c.Elas sdo a base para um procedimento eficiente para o calculo de politicas
otimas.

d.Elas podem ser usadas para determinar as propriedades estruturais das politicas
6timas e as fungdes de retorno.

Algoritmos de programacdo dindmica sdo obtidos atraveés de modificacGes sobre
equacOes de Bellman, ou seja, partem de regras de atualizacdo para melhorar aproximacées
das funcbes valor desejadas. Eles podem ser vistos como uma coevolucdo entre uma funcao
de valor e uma politica, que competem localmente, mas cooperam uma com a outra em uma
escala maior.

O objetivo da otimizagdo procurada com a utilizagcdo da programacdo dinamica é
determinar a politica 6tima que otimize a fungéo objetivo global do sistema nas suas n etapas.
Em cada estagio de decisdo é possivel definir o estado da solucdo. O estado € o ponto de
situacdo em que se pode estar como consequéncia da decisdo tomada no estagio anterior. Em
cada estagio decide-se, para cada estado, qual o estado do estagio seguinte que oferece melhor
retorno para a solugdo do problema.

“Para um dado estado do sistema, a politica 6tima para os restantes estados ¢
independente da politica de decisdo adotada em estados anteriores.” (BELLMAN, 1959).

A partir do conceito de funcdo de valor que Bellman estabeleceu uma relagéo
recursiva entre os estados de um processo de decisdo de Markov que ficou conhecida como a
equacao de Bellman.
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A equacdo de Bellman é derivada do principio de otimalidade também formulado por
Bellman: “De qualquer ponto de uma trajetdria 6tima, a trajetdria remanescente ¢ tima para o
problema correspondente que se inicia naquele ponto e termina no mesmo ponto do problema
anterior.” (BELLMAN, 1959). Ela constitui o cerne dos algoritmos de programacao dinamica.
E a equacdo de Bellman que torna a busca pela politica 6tima de um processo de decisio de
Markov um processo computacionalmente viével.

A partir das equacdes de otimalidade conseguimos utilizar o principio da otimalidade
que € um resultado fundamental da programacdo dindmica. De acordo com Bellman (1957)
“Uma politica 6tima possui a propriedade que qualquer que seja o estado inicial e a decisdo
inicial, as decisdes restantes devem constituir uma politica 6tima no que se refere ao estado

resultante da primeira decisdo.”.

4.4 INDUCAO RETROATIVA

A inducdo retroativa, ou inducdo para tras, fornece um método eficiente para resolver
MDPs de horizonte finito e tempo discreto. Para problemas estocasticos, a enumeracao e
avaliacdo de todas as politicas € a Unica alternativa, mas a inducéo para frente e métodos de
alcance fornecem métodos de solucBes alternativos para sistemas deterministicos. Os termos
“indugdo retroativa” e “programagdo dindmica” sdo sindnimos, embora a expressao
“programacdo dindmica”, muitas vezes refere-se a todos os resultados e metodos para o
processo de decisdo sequencial. Esta secdo apresenta o algoritmo de inducéo retroativa e
mostra como usa-lo para encontrar politicas 6timas e as funcdes de valor. Esse algoritmo
resolve equacdes de otimalidade.

O algoritmo de Inducdo Retroativa:
l.Facat=Ne uy(sy) = 1y (su) para todo Sx €5

2.Substitua t — 1 por t e compute “:(5:) para cada S¢ € S por

uis) = max {7.(5,0) + ) 5, (ilsa)ies ()
zE St

jef

Atribua
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A, = argmax 1 7.(s0@) + ) p.(ls. @)t ()

o Edg ies
3.Set =1, pare. Caso contrario, retorne ao passo 2.

O seguinte teorema representa uma declaracéo formal das propriedades do algoritmo

de inducé&o retroativa.

Teorema: Suponha que Upt=1,.,Ne A% satisfazem a primeira e a segunda
equacao do passo 2 do algoritmo de inducéo retroativa, entdo,

a.Parat=1, ..., Ne h¢= (.1, ac1, S
u(s,) = Su%”:(hrjr
St € S.

b.Seja % (S:)€ Acs paratodo s e S, t =1, .., N — 1, e seja z* = (A1~ dy_4),

Entdo z* ¢ IT é 6timo e satisfaz

v () = sup v (),
TE

seSe

ul (s)) =uilsy),

sseSparat=1, .., N.

As propriedades do algoritmo de indugéo retroativa sdo:

a.Parat=1, 2, ..., N -1, que encontra conjuntos Ase que contém todas as acOes

em ‘s que atinge 0 maximo em

wi(s) = max {7,(500) + ) 5, (ilsea)uins ) -

Edg
t by

&
b.Ele avalia qualquer politica que seleciona uma agdo em Aspe para cada S; € S
paratodot=1,2,..,N-1.
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c. Ele calcula a recompensa total esperada para o horizonte de tomada de deciséo
inteiro, e de cada periodo para o final do horizonte de qualquer politica ideal.

4.5 PROBLEMAS

Nesta secdo o algoritmo de inducdo retroativa sera utilizado para encontrar politicas

Otimas para alguns problemas de decisdo de Markov com horizontes finitos. Lembrando que

U; t=1,2, .., N denotam solucdes de equacBes de otimalidade.

4.5.1 0 PROBLEMA DO MODELO DE INVENTARIO ESTOCASTICO

Nesta secdo, sera considerado um problema de controle de estoque retirado de
(PUTTERMAN, 2005).

A cada més, o gerente de um armazém determina o inventario atual (estoque atual)
de um Unico produto. Com base nessas informaces, ele decide se quer ou nao fazer um
pedido a um fornecedor para adicionar produtos ao estoque. Ao fazer esse pedido, ele se
depara com uma troca entre o custo associado a realizacdo do inventario e as vendas perdidas
ou penalidades associadas com a incapacidade de satisfazer a demanda do cliente para o
produto. O objetivo do gerente é maximizar alguma medida de lucro (receita de vendas menos
0s custos da exploracdo e ordenacdo do estoque) ao longo do horizonte de decisdo de Markov.
A demanda para o produto é aleat6ria com uma distribuicdo de probabilidade conhecida.

Um modelo foi formulado sob o seguinte conjunto de hipéteses:

1. A deciséo de ordenar acOes de adicdo de produtos é feita no inicio de cada més
e a entrega ocorre instantaneamente.

2.A demanda para o produto chega ao longo do més, mas todos os pedidos séo
preenchidos no ultimo dia do més.

3.Se a procura exceder o estoque, o cliente vai em outros lugares para comprar o
produto, isto é, ndo ha registro de volta (backlogging) de ordens ndo
preenchidas para que a demanda em excesso seja perdida.

4. As receitas, custos, e a distribuicdo da demanda ndo variam de més para més.

5.0 produto é vendido apenas em unidades inteiras.

6.0 armazém tem capacidade para M unidades do produto.
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Seja s; 0 estoque atual no inicio do més t, a; 0 nimero de unidades encomendadas
pelo gerente de estoque no més t e D; a demanda aleatéria no més t. A demanda tem uma
conhecida distribui¢éo de probabilidade de tempo homogéneo p; = P{D:=j},j=0,1,2, ... O
estoque na época de decisdo t + 1, si+1, esta relacionado com o estoque na época de decisdo t,

sy, através da seguinte equacao:

S,., =max{s, +a,— D_,0}=[s, +a, —D.]*.

Porque backlogging ndo € permitido, ja que o nivel de estoque ndo pode ser negativo. Assim,
sempre que s; + a; — Dy < 0, o0 nivel do estoque na época de decisao posterior é 0.

Valores, em dinheiro, serdo expressos no inicio dos meses. Esses valores seréo
referidos como valores presentes. O valor presente do custo de ordenar unidades u em
qualquer més é O(u). Ele é composto por um custo fixo K > 0 para encomendas e um custo

variavel c(u), que aumenta de acordo com a quantidade encomendada. Dai:

0(u) = {K+ c(u) seu= 0

0 seu=20
O valor presente do custo de manter um estoque de unidades u por um més (entre o
recebimento da ordem e a liberacdo do estoque para atender a demanda) é representado pela
funcdo ndo decrescente h(u). Em problemas de horizonte finito, o estoque remanescente na
ultima época de decisdo tem valor g(u). Finalmente, se a demanda for j unidades e tiver
estoque disponivel para atender a demanda, o gerente recebe a receita com o valor presente

f(j). Assumindo que f(0) = 0.

Neste modelo a recompensa depende do estado do sistema na época de decisdo

posterior, ou seja,

T (Erfﬂ'tr‘gﬁlj = _D(arj - h(sr + ﬂ'rj +f(5r ta, _Er+1]'

Para fazer com que a recompensa dependa apenas de s; € a; a funcdo Fi(u) é definida.
Fi(u) computa o valor presente esperado (no inicio do més t) da receita recebida no més t,
guando o estoque antes do recebimento de pedidos de clientes é u unidades. Se o estoque u
excede a demanda j, o valor presente da receita é f(j). Isso ocorre com probabilidade p;. Se a

procura excede o estoque, o valor presente da receita € igual a f(u). Isso ocorre com

probabilidade 9= = Z/=uP; . Assim
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F) = ) fG)p; +F (@,

i

A formulacéo do processo de decisdo de Markov segue:
1.Epocas de decisdo: t = {1, 2, ..., N}, N <co.
2.Estados (a quantidade de estoque atual no inicio de um més): S = {0, 1, 2, ...,
M}.
3.Acdes (a quantidade de pedidos para ordenar o estoque no més t): As = {0, 1, 2,
iy M - S}
4.Recompensas esperadas (receita esperada menos custo de reposicéo do estoque

e despesas):
r.(s,a) = F(s+ a) — 0(a) — h(s + a),

t=1,2, .., N-1 (o valor terminal do estoque) "~ (s) =g(s) =N

5.Probabilidades de transicao:

1] seM=j>51ta
pr(jlsrajz p3+ﬂ—_;l' EEMES“"&E_}I:‘G
[+ J seM=s4+aej=0,

onde Qs+4 € definida abaixo.

Se 0 estoque atual no inicio do periodo t é s unidades e um pedido é feito por a
unidades, o estoque antes de a demanda externa é s + a unidades. Um nivel de estoque j > 0
no inicio do periodo t + 1 exige uma demanda de unidades de s + a; no periodo t. Isso ocorre
com probabilidade ps+aj. Porque o backlogging néo é permitido, se a demanda no periodo t
excede s + a unidades, entdo o estoque no inicio do periodo t +1 é 0 unidades. Isso ocorre
com probabilidade gs+a. A probabilidade do nivel de estoque exceder s + a unidades é 0, pois
a demanda é ndo-negativa. O estoque tem um nivel sempre menor ou igual a M.

O estoque ao longo de um més é s + a, de modo que o custo de manutengdo mensal
total é h(s + a).

As regras de decisdo atribuem a quantidade de estoque a ser encomendada a cada

més para cada nivel inicial de estoque possivel.
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Valores foram fornecidos para a resolucdo desse problema: K = 4, c(u) = 2u, g(u) =

0,h(uy=u,M=3,N=4,f(u)=8u,e

- =0
- sej=
1 ]
- 1
P; =3z sej=
i 5 ]
! = 2
— sej=2.
1 J

O modelo pode ser interpretado da seguinte forma. O estoque é limitado em 3

unidades. Para cada unidade pedida o custo é de 2 por unidade, cada unidade em estoque tem

custo 1 e cada unidade vendida gera uma receita de 8. A receita esperada quando u unidades

estdo em estoque antes do recebimento de um pedido é: Se u = 0 entdo F(u) =0,seu=1

entdo F(u) =6, se u =2 entdo F(u) = 8 e se u = 3 entdo F(u) = 8.

A politica u(s,a) g definida por:

wi(s,@) = r(5.0) + ) plils @ (),

jef&
O algoritmo de inducdo retroativa foi implementado da seguinte forma:

1.Atribuat=4eusls) =n(s)=0,5=0 1 2 3.
2. Atribuat=3¢e

uzls) = max r(s,a) + p(jls,a)us(f) ;. paras =0,1,2,3
S
jeS

= max fr(s,a)}

Inspecionando os valores de r(s,a) mostra que em cada estado a maximizacao

é 0, ou seja, ndo ha pedidos. Temos

S uj(s) Afq
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3. Atribuat=2e

u3(s) = max{uy(s.a)},
onde, por exemplo
u3(0,0) = r(0,0) + p(0/0,0)u3 (0) + p(110,0)u3 (1) + p(210,0)uz (2) + p(3]0,0)us

=0+1X0+0X54+0x61+0xX5=0
u3(0,1) = r(0,1) + (01 0,1)ui(0) + p(1]0,)uz(1) + p(2]0,1)uz(2) + p(3]0,1)u3
3 1 1
=—1+(—)xu+(—)x5+nxe+ux5=—
4 4 4
u3(0,2) = r(0,2) + p(010,2)ui (0) + p(1]0,2)u;(1) + p(2]0,2)uz(2) + p(3]0,2)u3
= 2+(1)>(0+(1)>(5+(1)>(6+ﬂ>(5_2
B 4 2 4 B
u3(0,3) = v(0,3) + p(0[0,3)uz(0) + p(1|0,3)uz (1) + p(2]0,3)uz(2) + p(3]0,3)u;
= 5+ﬂ>(ﬂ+(1)>{5+(1)>(6+(1)>{5— L
a 4 2 4 2

. = &= &= ~ . .
As quantidades u3(s.a), uz(s) ¢ Az sio resumidos na seguinte tabela

denotando como X as agdes inviaveis.
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ui(s a
s a=>0 a=1 a=2 a=>3 u;(s) AL,
0 0 1 2 1 2 2
=] 2
1 = 4 2 X = 0
2 10 . X X 10 0
21 = . . 21
3 - X X X - 0

Figura 3. Valores do MDP.

4. Atribuat=1¢e

uj(s) = maxfui(s,a)}.

- & & ] ~ - -
As quantidades ui (s a), ui(s), ¢ A1 sdo resumidos na seguinte tabela.

£3
uj(s,a)
& &
5 a=10 a=1 a=2 a=3 uy(s) Azq

33 EE &7 &7

0 2 16 1e 1€ 16 3
123 98 99 ) 125
1 16 1€ 1 X 16
194 131 _ _ 194

2 16 16 X X 16 0
227 227

3 16 X X X 1E 0

Figura 4. Valores do MDP.

5.Set=1, pare.
Este algoritmo produz a total recompensa 6tima esperada com a funcgéo vi(s) g a

politica 6tima ™ = (d1(s), d3(s), d35(s)) que é mostrada abaixo:



s di(s) di(s) di(s) | vi(s)
&7

0 3 2 0 T3
125

1 0 0 Te
194

2 0 0 0 1
227

3 0 0 0 1€

Figura 5. Politica.

4.5.2 O PROBLEMA DO ROTEAMENTO

32

Nesta secdo, foi retirado um exemplo de (PUTERMAN, 2005), onde o algoritmo de

inducdo retroativa sera aplicado para encontrar o0 caminho mais longo no modelo da figura

seguinte. Neste modelo os estados correspondem a nos e conjuntos de a¢des correspondem ao

conjunto de arcos de origem em cada no. A acdo (i, j) corresponde a escolher o arco entre 0s

nésiej.

Figura 6. Rotas.

O algoritmo utilizado € descrito a seguir:
1. Atribuat =4 e u:(8) =0,
2.Atribuat=3e
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ui(5) =1+ ui(8) = 1Lui(6) =2+ ui(8) =2,
uz(7) =6 +ui(8)=6.

Como ndo ha apenas uma acdo em cada estado,

Az; = (5.8), A;; = (68), A5, =(7,8).

3. Atribuat=2¢e

u3(2) = max{4 +u3(5),5+ u3(6)} = max{5,7} =7,
u5(3) = max{5 +u3(5),6 + uj(6),1 + ui(7)} = max{6,8,7} = 8,
uj(4)=24+u3(7)=8.
As acdes ideais seriam

A5, = (2,6),45, = (3.6),45, = (4.7).

4. Atribuat=1¢e

ui(1) = max{2 + ui(2),4 + ui(3).3 + u3(4)} = max{9,12,11} = 12.

A acdo Otima seria

Al = (1,3).

5.Set=1, pare.

Uma vez que a acdo Otima fixada em cada estado é Unica, existe uma politica Unica

ideal ™~ = (d1,d3.d3) gnde

di(1) = (1,3),

d;(2) = (2.,6), d;(3) = (3.6), d;(4) = (4.7),
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d;(5) = (58), d;(6)=(68), d;(7)=(7.8).

Esta politica seleciona qual arco deve ser usado para atravessar cada nd, a fim de percorrer o
caminho mais longo a partir desse n6 ao nd 8. A partir do né 1, o caminho ideal é
1—3—6—8.

Este exemplo ilustra ambas as declara¢bes do Principio da Otimalidade. A partir do
no 1 e usando a politica étima o sistema move-se para 0 nd 3, depois do n6é 3 para 0 6 e, por
ultimo, do n6 6 para 0 nd 8. Entretanto, se o sistema iniciar no no 3, a politica étima seria ir
para 0 nd 6 e entdo para o nd 8. Isso é idéntico a politica ideal para todo o problema como
afirmado no Principio da Otimalidade. Isso acontece porque a politica z* da o caminho ideal a
partir de cada n6 comecando do ultimo nd, 8. A segunda declaracdo do Principio da

Otimalidade também esté satisfeito.
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5. PROCESSOS DE DECISAO DE MARKOV COM HORIZONTE INFINITO

Neste capitulo serdo apresentados alguns itens sobre os processos de decisdo de
Markov com horizonte infinito. Dentre os assuntos discutidos terdo algoritmos e problemas

resolvidos com este modelo.

5.1 CRITERIOS DE OTIMALIDADE

Neste capitulo serdo considerados problemas de decisdo de Markov onde o nimero
de épocas de decisdo é infinito T = {1,2,3,...}. A teoria para este tipo de problema se

concentra, em grande parte, nos casos estacionarios, ou seja:
p(s’ls,a) e r(s,a) ndo dependem de t.

Essa hipotese de estacionalidade acaba fazendo politicas estacionarias do tipo 17 =
(d,d,d,...) = d” tomar um papel fundamental.

Para medir o valor de uma politica, um critério sera definido para ajudar a escolher a
melhor politica dentre as possiveis. O critério utilizado serd o do valor do custo total esperado
descontado, cuja equacdo é dada a seguir:

Vi(s) = \11_1}1; ET [er_ir[xr,dr[xtjjl.

t=1

O limite sempre existe quando 4 ¢ [0,1) e |r(s,a)| <M < oo paratodo se Se a e As.
Neste caso € possivel trocar o limite com a esperanga e com isso € a equacdo pode ser

reescrita da seguinte forma:

ViE(s) = B [Z i, d, (m)l.

t=1

Para garantir a convergéncia do valor da recompensa total esperada em um horizonte

infinito utiliza-se um fator de desconto 4 ¢ [0, 1).
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5.2 AVALIACAO DE POLITICAS

Assim como no capitulo referente a MDP com horizonte finito, a discussédo seré
iniciada mostrando como calcular ¥;* para uma politica deterministica e estacionaria z € /1.

A fim de facilitar o desenvolvimento da teoria para MDP com horizonte infinito, sera
utilizado uma notacdo vetorial. Assumindo que S é um conjunto contavel ou finito e seja V o
espaco de funcgdes v : S — R podemos supor que v € um vetor onde cada componente possui 0
valor de v em um estado s. Desta forma, para uma regra de decisdo d deterministica e
Markoviana qualquer podemos definir o vetor rq, onde cada componente possui o valor de
ra(s) = r(s,s(s)). E, de forma similar, para uma regra de decisao d sera definida a matriz de
probabilidades de transigo Py ¢ R*™l como sendo a matriz com indices (Py);; = p(jli,d(i)).

Considerando que 7z = (dy,d,,ds,...) entdo temos, utilizando notacdo vetorial, que:
Vi =ry +APyry + APy Py 1y +-
=rg + leL (*rd: + H,Pd::r"dS +---)

Vi =1y, + AV

onde z’ = (dz,dg,d4,...).

Repetindo o que foi feito acima para a politica d” = (d,d,d,...) temos:

Ve =r, 1 AP VE .

. o, ~ . .
Ou seja, V& é uma solugédo do sistema linear:

V =14+ AP,V

Com o resultado encontrado a seguir é possivel mostrar que existe uma unica solugéo
para o sistema linear citado acima.

Teorema: Seja Q ¢ R*™SI uma matriz qualquer tal que
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llel| = supz 1Q;| < 1 entdo:
el

JjeS

1. (1 - Q) ! existe;
1-97=) o
2. n=10

Para mostrar que a solucdo de (1 — APg)V = rq é Unica basta mostrar que (1 — 1Pg) é
ndo singular.

Usando o teorema acima, (1 — APg) € ndo singular se ||1Pg|| < 1:

[1AP,4]| = sup § |A(P);;| = supA=21< 1.
el =3
je&

Portanto (1 — APg)™" existe e temos a solugdo V = (1 — APy)™ rq. Usando ainda o

resultado encontrado acima, notamos que:

V= (Z A”F‘;’)rd =) rrepi,
n=0 n—1

=r,+ AP, + PP P.r, + -

Logo fo' é a unica solugdo de V =rg + APyV.

5.3 ALGORITMOS

Neste trabalho serdo apresentados dois algoritmos, dentre varios existentes, para a
solugdo de MDPs com horizontes infinitos. Um trabalha diretamente com politica, enquanto

que o outro trabalha com funcdes valor.
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5.3.1 ITERACAO DE VALORES

Sendo V uma funcao valor para um MDP M = (S, A, p, r), 0 algoritmo de iteracdo de
valores usa programacdo dindmica para determinar o valor V*(s) de cada estado s ¢ S do
MDP, em cada época de deciséo.

Sejah:SxAxV — R, tal que h(s, a, V) da o valor resultante da acdo a no estado s e

segue uma dada politica, derivada de uma funcao valor V apds a realizacéo desta acéo:

h(s,a,V)=r(s,a)+ A p(s'|s, a)V(s").

zeX

Um operador H : V — V de melhoria de politica sera utilizado. Ele determinara a

melhor acdo em um estado usando os valores V dos estados de uma época de deciséo anterior:

HV,(s) = maxh(s,a,V,.q).
aed

A partir da época de decisdo anterior, a equacdo de otimalidade para MDPs

determina uma funcdo valor em uma época de decisao utilizando o operador H:

V,(s) = HV,;,(s) = max [:r"(s, a) +4 Z pls'|s a) V,{H[s']].

z el

Esse algoritmo recebe como entrada um MDP (S, A, p, r) e tem como saida um valor

V para o MDP de entrada. Seu funcionamento é descrito a seguir:
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para cada s € S faca
Vo(s) «— maz,cqR(s,a);
fim
14— 1
enquanto o critério de parada ndo for satisfeito faca
para cada s € S faca
Vi(s) — mazqaea| r(s, a) + Ages p(s' | s,a)Viei(s)];
fim
1+—i+1;
fim
retorne V;

Figura 7. Iteragdo de Valores.

Esse algoritmo pode ser usado para resolver MDPs com horizonte infinito, porque
converge para a funcédo valor 6tima.

Caso o numero de iteracbes seja igual ao horizonte do problema, entdo este é o
critério de parada no caso de problemas com horizonte finito. Caso o horizonte seja infinito, o

algoritmo para quando os valores para cada estado tiverem convergido.

5.3.2 ITERACAO DE POLITICAS

No caso de horizonte infinito (e politica estacionaria) pode-se também usar um
algoritmo chamado de iteracdo de politicas, que faz uma busca gulosa no espaco de politicas.
Este algoritmo é mais eficiente que o de iteracdo de valores (PELLEGRINI AND WAINER,
2007).

Partindo de uma politica aleatdria, o algoritmo determina o valor dessa politica e, de
maneira gulosa, melhora essa politica buscando modificar as a¢cdes recomendadas para cada
estado.

O algoritmo de iteracdo de politicas se baseia no Teorema de Melhoria da politica e
no de Otimalidade da politica.

Seguindo o Teorema de Melhoria da politica, sejam duas politicas estacionarias, = e

7’ tais que

¥seS Vi(s) = @7 (s, (s))
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onde V* é a funcdo valor de uma politica = para um MDP M = (S, A, p, r) que d& o valor
esperado da recompensa para esta politica de acordo com o critério de otimalidade e Q" a
funcdo que da o valor da acdo a no estado s considerando a recompensa imediata de a e a
recompensa esperada ap0s a nas outras épocas de decisdo desde que as a¢cdes tomadas apos a
sejam determinadas pela politica # (PELLEGRINI AND WAINER, 2007), entdo z’ é

uniformemente melhor que =, ou seja:
¥se5 Vi(s) < g (s).

O resultado desse teorema pode ser utilizado para melhorar uma politica que nédo seja
6tima, ja que ele diz que =’ é uniformemente melhor que 7.

Seguindo o Teorema de Otimalidade da politica, seja uma politica para um MDP M e
uma e uma funcdo valor V" associada a #. Se 7= ndo puder ser melhorada usando o teorema

anterior, ou seja, se

WseSV™(s) = max Q”f (s, a)

entdo  é 6tima para M.
O algoritmo de iteracdo de politicas determina qual é a melhor acdo a tomar para

cada estado s:

vse§m(s) =arg max Q" (s,a).
a e

Esse algoritmo recebe como entrada um MDP (S, A, p, r) e tem como saida uma

politica z* 6tima para 0 MDP de entrada. Seu funcionamento é descrito a seguir:
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7 devera ser inicializado aleatoriamente
repita
7’ recebe o valor de T;
O sistema linear devera ser resolvido para avaliar a politica atual:
Vs € S.V(s) = r(s,7'(s)) + AEwesp(s’ | s, 7' (s))V(5');
para cada s € S faca
Melhorar a politica:
T(s) ¢— argmazxgca Q”/ (5.0);
fim
até que m=7’;
retorne

Figura 8. Iteragdo de Politicas.

5.4 PROBLEMAS

Nesta secdo iremos considerar dois problemas de MDP com horizonte infinito. Aqui
serdo utilizados os algoritmos de Iteracdo de Valores e o de lteracdo de Politicas para

encontrar politicas 6timas para esses problemas.

5.4.1 PROBLEMA DO APOSTADOR (GAMBLER’S PROBLEM)

Um jogador tem a oportunidade de fazer apostas sobre os resultados de uma
sequéncia de lancamentos de moeda.

Se a moeda da cara, ele ganha tantos dolares quanto ele tem apostou nesse
arremesso. Se der coroa, ele perde a aposta.

O jogo termina quando o jogador atingir seu objetivo de U$100, ou perder e ficar
sem dinheiro.

Em cada jogada, o jogador deve decidir quanto ele deve apostar, em nimeros inteiros
de ddlares.

O estado é representado pela quantidade de capital do jogador, s € {1, 2, ..., 99} e as

acOes sdo os valores das apostas, a € {0, 1, ..., min(s, 100 — s)}. A recompensa € zero em todas
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as transicOes, exceto aquelas em que o jogador atinge o seu objetivo, quando a recompensa é
+1.

A funcéo de valor de estado da a probabilidade de ganhar em cada estado. A politica
€ um mapeamento de niveis de risco de quantidade de capital apostado por aposta. A politica
6tima maximiza a probabilidade de alcangar a meta.

P denota a probabilidade da moeda dar cara, ou seja, 0 jogador ganhar a aposta. Se P
é conhecido, entdo todo o problema é conhecido e pode ser resolvido utilizando, por exemplo,
o0 algoritmo de Iteracdo de Valor.

Utilizando P = 0.4 e um cddigo utilizando a linguagem de programacdo C para
resolver o problema do apostador foi criado se baseando no algoritmo de Iteracdo de Valor.

A politica gerada pelo algoritmo é mostrada na seguinte figura:

i) T T T T T

T T T
Tthp’ using 1:2

45 |
40 |
35 |
3@
25 | 7 -
20 |
15 |

i@ r

a 18 28 38 48 oa 68 78 &e a8 1688

Figura 9. Politica otima do problema do apostador gerada pelo algoritmo Itera¢do de
Valores.

A politica resultante mostra a quantidade de dinheiro que deve ser apostada em
relacdo a quantidade de dinheiro em posse do apostador.
Considerando os mesmos valores para a probabilidade P de vitoria na aposta, o

mesmo problema foi resolvido utilizando o algoritmo de Iteracdo de Politica. O resultado
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encontrado foi exatamente o mesmo descrito na no grafico de resultados gerados pelo
algoritmo de Iteracéo de Valores.

Conclui-se com os resultados obtidos que ambos os algoritmos podem ser usados
para resolver problemas de MDP com horizontes infinitos e que consegue-se obter 0 mesmo

resultando com qualquer um dos algoritmos utilizados.

5.4.2 PROBLEMA DE INSTABILIDADE DO SLOTTED ALOHA

Slotted Aloha é o nome dado a um protocolo de multiplo acesso ao meio
desenvolvido para a “Rede Aloha”.

A Rede Aloha é uma rede de radiodifusdo via satélite que comegou a operar em
1970. O objetivo dessa rede era interligar o computador do centro de computacdo da
Universidade do Havai aos terminais localizados na mesma linha ou em outras linhas.

A instabilidade deste protocolo se d& quando varios usuérios lutam por acesso a um
unico canal de link de comunicacdo via satélite com o objetivo de transmitir mensagens. Duas
OuU mais mensagens no ar geram congestionamento e podem ndo ser transmitidas com éxito.
Neste protocolo os usuarios sdo capazes de detectar colisdes desse tipo e tentam retransmitir
as mensagens quando isso ocorre. Nem sempre ocorre cooperacdo entre 0S USUArios Nnos
pedidos de retransmissdo das mensagens, ou seja, 0S USUArios tentam retransmitir as suas
mensagens a0 mesmo tempo.

O protocolo slotted Aloha impde aos utilizadores as seguintes regras:

e TransmissOes e retransmissOes de mensagens podem comecar apenas em
momentos espacados; o intervalo entre duas (re)transmissdes consecutivas é
chamada de slot; a duracdo de um slot é sempre maior do que a de qualquer
mensagem.

e Todas as mensagens que tentaram, sem sucesso, pelo menos uma vez passar
pelo link sdo chamadas backlogged e requerem a retransmissao,
independentes de outras mensagens, com probabilidade v ¢ (0, 1) em cada
slot. Politica de retransmissdo de Bernoulli.

¢ As mensagens fresh (novas), as que se apresentam pela primeira vez, tentam

passar imediatamente.
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A ideia bésica deste protocolo é que cada né ndo backlogged simplesmente transmite
um pacote recém-chegado no primeiro slot apds a chegada do pacote, assim arriscando
colisBes ocasionais, mas consegue um atraso muito pequeno se as colisdes séo raras.

Quando ocorre uma colisdo no slotted Aloha, um dos pacotes, 0 que ndo teve a
transferéncia realizada com sucesso torna backlogged.

Se cada nd backlogged simplesmente retransmitir no proximo slot, certamente
ocorrera outra colisdo, e, por isso, estes nds esperam por algum numero aleatorio de slots
antes de retransmitir.

Seja X, 0 nimero de mensagens backlogged no inicio do slot n. Se houver X, = k
mensagens backlogged, a probabilidade que i entre as mensagens tentardo retransmitir é:

b.(k) = (I:)v‘[l —v)*1,

Seja A, 0 numero de novas solicitacdes para a transmissao no slot n. A sequéncia

{An}n=0 é dada com a distribuicdo:
P(An=])=a.

A matriz de transi¢cGes é mostrada abaixo:

b,(i)a, sej=i—1,

_ [1— by ()]ay + by(D)ay sej=1,
Pu ™ 1 - by()]ey sej=i+1,
a;_q sej=i+ 2.

A primeira probabilidade indica a chance de que uma entre as i mensagens
backlogged é retransmitida com sucesso. Para isso ndo deve haver mensagem fresh e apenas
uma mensagem backlogged com permisséo para retransmitir.

A segunda probabilidade diz que um dos dois eventos deve ocorrer: “nao chegada de
mensagem fresh e zero ou mais de dois pedidos de retransmissao de mensagens backlogged”
e “zero requisi¢des de retransmissdes de mensagens backlogged e uma chegada de mensagem

fresh”.
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A terceira probabilidade diz respeito a chance de qualquer nimero positivo e
diferente de zero de requisicdes de mensagens backlogged mais a chegada de uma mensagem
fresh.

A ultima probabilidade é a chance de chegar mais de uma mensagem fresh ao
sistema a0 mesmo tempo.

De acordo com essas probabilidades o nUmero de mensagens atrasadas por conta de
colisBes, pode diminuir em, no maximo, uma unidade por transicdo, mas pode aumentar por
um valor arbitrario.

Se a taxa de chegada é pequena, e poucos pacotes estdo envolvidos em colisGes entéo
as retransmissfes sdo normalmente bem sucedidas. Por outro lado, se 0 nimero de pacotes
backlogged é muito grande, entdo colisbes ocorrem em quase todos os slots sucessivamente.

A partir dessas informacdes, foi construido um MDP para resolver o problema de
colisBes do protocolo slotted Aloha. Para a resolucéo desse problema foi utilizado o algoritmo
de iteracdo de valores. O valor do custo imediato para o estado s e acdo a utilizado foi:

r(s,a) = Z s'p(s'|s, a).
£

Esse algoritmo foi construido utilizando a linguagem de
programacdo C. Na implementacdo deste algoritmo foi utilizado como probabilidade de
chegada de novas mensagens uma distribuicdo de Poisson e o valor de desconto A utilizado foi

de 0.9. O resultado encontrado € mostrado na seguinte figura:

T T T
pr.=0.0001——
pr.=01

180 | pr.=05

pr.=09 ——

p.r.=0.9999 -

.= MDP e
160 pr -

140 -

Figura 10. Grdfico de resultados de diferentes politicas para o slotted Aloha.(Parte inicial).
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Figura 11. Grdfico de controle do slotted Aloha.

Este grafico mostrado na figura 10 indica o valor do custo esperado V(s) (eixo Y)
pelo estado s (eixo x).

Na figura 10, P.r.(politica de retransmissdo) indica o valor utilizado como
probabilidade de retransmissdo, variando entre 0,0001 a 0,9999, de mensagens backlogged
em cada politica de retransmissdo. Essa probabilidade teve valores fixos em diversas
simulacdes e teve o seu valor selecionado de acordo com a politica no processo de decisdo de
Markov. Nota-se que, durante todo o processo, a politica mais efetiva foi a politica encontrada
pelo MDP. A partir do grafico mostrado na figura 10, conclui-se que para qualquer politica de
probabilidades fixas de retransmissdo de mensagens backlogged, a politica construida pelo
MDP aparece mais eficaz.

O grafico ilustrado pela figura 11 mostra os valores das probabilidades de
retransmissdo de mensagens backlogged, selecionados pela politica determinada pelo MDP,
de acordo com o estado s em que o sistema se encontra. Percebe-se que para uma quantidade
menor de mensagens backlogged o MDP seleciona probabilidades maiores para
retransmissdo, enquanto que com o aumento do numero dessas mensagens, a probabilidade de
retransmisséo diminui.

Através de uma regressdo é possivel verificar que a regra de decisdo descrita na
figura 11 é dada por d(s) = 1/s. Esta foi a mesma regra de decisdo encontrada por
(FEINBERG, 1984) utilizando uma metodologia diferente.
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6. CONCLUSAO

Os processos de decisdo de Markov se mostraram extremamente Gteis na
resolucéo de problemas em ambientes de incerteza. Eles conseguem selecionar uma sequéncia
de acdes a serem executadas em uma sequéncia de decisdes formando uma politica étima que
minimiza o custo esperado ou maximiza a recompensa esperada. Isso se mostra de
fundamental importancia em diversas areas, como mostrado no trabalho, pois em muitas
delas, é imprescindivel que a decisdo seja tomada de forma correta, ndo existindo grandes
margens para erro, como em problemas que envolvem uma grande quantidade financeira, por
exemplo.

Foi mostrado neste trabalho que problemas tais como, sistemas de redes, sistemas
de rotas, ou até mesmo sistemas de aposta podem ter solucBes 6timas encontradas a partir da
utilizacdo de processos de decisdo de Markov na resolucdo desses problemas, o que mostra a
grande gama de areas de possivel atuacdo do tema abordado.

O objetivo estabelecido para este trabalho foi alcangcado com éxito, contudo o
tempo relativamente curto de um semestre ndo permitiu que fossem produzidas muitas outras
solucdes de diversos outros problemas e diferentes areas, permitindo assim que este trabalho

possa ser continuado e melhorado.

6.1 TRABALHOS FUTUROS

Diversas possibilidades surgem a partir desse trabalho. A primeira delas é a
continuacdo da busca por solucdes de diversos problemas através da utilizacdo do tema
abordado. A segunda seria a realizacdo de um estudo de forma a obter algoritmos mais
simples e eficientes para a resolugdo desses problemas utilizando os processos de deciséo de

Markov.
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