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Resumo

Métodos que buscam a reducao de erros numéricos sao de grande valia para o contexto de
simulagoes. No entanto, o desenvolvimento e emprego destes métodos possuem um grande
custo computacional, além da complexidade dos problemas em que sao aplicados. Este
trabalho tem como proposta o desenvolvimento de um método meta-heuristico baseado em
Stmulated Annealing para gerar campos tensoriais positivos definidos. O campo tensorial
gerado visa a redugao do residuo numérico proveniente da resolucao da decomposi¢ao
anisotropica de Helmholtz e, com isso, reduzir o divergente do campo vetorial resultante
deste processo. A partir disso, é definido um conjunto de métricas para comparacao entre
o método proposto e a decomposicao isotrépica equivalente. Por fim, é realizada uma
analise de desempenho da redugao do divergente obtido pelo método, e sao discutidos os

pontos que, se aprimorados, podem melhorar o resultado obtido.

Palavras-chave: Simulated Annealing, Campos Tensoriais, Decomposicao Anisotropica

de Helmholtz.



Abstract

Methods that reduce numerical errors have great value in the simulations context. Howe-
ver, the development and use of these methods have a high computational cost, in addition
to the complexity of the problems they are applied to. This work proposes the develop-
ment of a metaheuristic method based on Simulated Annealing to generate defined positive
tensor fields. The generated tensor field aims to reduce the numerical residue from the
resolution of Helmholtz’s anisotropic decomposition and, with this, reduce the divergence
of the resulting vector field. From this, a set of metrics is defined for comparison between
the proposed method and the equivalent isotropic decomposition. Finally, a performance
analysis of the divergence reduction obtained by the method is carried out, and the points
that can improve the obtained result are discussed.

Keywords: Simulated Annealing, Tensor Fields, Helmholtz Anisotropic Decomposition.
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“E melhor acender uma vela do que pra-
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1 Introducao

Métodos que buscam reduzir residuos numéricos sao computacionalmente custosos, dada
a complexidade inerente dos problemas em que sao aplicados. A busca da reducao de
residuos numeéricos possui aplicacao direta em problemas de simulacao, onde a fidelidade
do comportamento do objeto simulado no ambiente discreto deve ser o mais préximo
possivel de seu comportamento no continuo. O nao tratamento do residuo numérico nes-
ses casos pode gerar artefatos indesejados conforme a simulagao evolui e, com isso, inva-
lidar os resultados obtidos. No contexto de simulagoes, campos vetoriais sao ferramentas
fundamentais para a descricao do comportamento do objeto simulado. No entanto, em
simulagoes de fluido, por exemplo, é necessario o tratamento do divergente atrelado a este
campo vetorial.

O processo numérico de obtencao de um campo vetorial livre de divergente, uti-
lizando a decomposicao anisotrépica de Helmholtz, envolve um campo tensorial para
modular o campo vetorial, sendo sujeito a erros associados as discretizacoes inerentes ao
esquema numeérico.

O presente trabalho define um método meta-heuristico para encontrar campos
de tensores diadicos positivos definidos, que reduzem residuos numéricos no processo de
obtencao de um campo vetorial livre de divergente via decomposicao anisotropica de
Helmbholtz.

De forma alguma este trabalho desenvolve um método ideal para a reducao do
divergente do campo vetorial. O objetivo deste estudo é encontrar evidéncias de que
campos tensoriais podem ser utilizados como parte inerente do meio para a reducao do
divergente do campo vetorial.

Considerando que é desconhecida a estrutura dos campos tensoriais que cumprem
esse objetivo, os principais desafios serao a definicao dos parametros de busca por esses
campos, definicao de campos vetoriais que evidenciam padroes nos campos tensoriais, e o

desenvolvimento de algoritmos eficientes para essa busca.
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1.1 Problema

O problema esta presente ao se tentar obter um campo vetorial livre de divergente como
resultado da decomposicao anisotropica de Helmholtz. Dado um campo de velocidades
u(r), a operagao de projecao é o processo de encontrar um campo vetorial w(r) = P(u(r)),
que satisfaga a condigao V-w = 0. Muitos modelos de simulagao forgam a condigao usando
a decomposigao isotrépica de Helmholtz (Bridson, 2015).

O campo tensorial anisotropico, consequentemente, necessita de um método de
projecao préprio. Como discutido em Renhe et al. (2019), a decomposigao isotrépica de
Helmholtz pode violar as restri¢oes locais, representadas pelo tensor. A projecao deve ter
como resultado um campo vetorial que nao sé é livre de divergente, mas também atende
as restricoes de troca impostas pelo campo tensorial. O principal fato a ser explorado
¢ a existéncia e unicidade da decomposi¢ao anisotréopica de Helmholtz apresentada em
Dassios et al. (2002).

No espago continuo temos um campo vetorial livre de divergente, porém nume-
ricamente isso nao ocorre. Para a obtengao da solugdo da Equagao (3.11) é utilizado
um método numérico. O residuo numeérico inerente a utilizagdo desse método deve ser
considerado, e a solucao encontrada nao sera um campo totalmente livre de divergente.
Em Vieira et al. (2019), um método numérico foi desenvolvido para projecao em grades
regulares, via solugao da Equacao (3.11). Desta forma, sera possivel avaliar a utilizagao
da projecao anisotrépica como veiculo para reduzir erros residuais, em comparagao a uma
projecao isotrépica equivalente. A ideia é inicialmente evidenciar a hipdtese através do

uso da meta-heuristica Simulated Annealing.

1.2 Justificativa

O desenvolvimento deste trabalho é relevante, pois a obtencao de um divergente nulo, ou
0 mais proximo possivel, ¢ um problema para areas de simulacao, principalmente para
simulacao de fluidos e animacao. A relevancia para animacao esta atrelada ao fato de que
a reducao do divergente evita o surgimento de artefatos indesejados e, assim, o resultado

fica o0 mais proximo possivel do desejado pelo animador. Esse estudo também podera se
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desdobrar em um futuro trabalho com o desenvolvimento de um método numérico para
geragao de campos tensoriais que reduzem o residuo numérico, que podera beneficiar os
métodos empregados em simulacoes.

A escolha da utilizagao da meta-heuristica é motivada por facilitar a busca por
campos tensoriais que influenciam positivamente o divergente do campo vetorial, sem
necessariamente se ter conhecimento prévio do campo tensorial desejado. A partir dos
campos encontrados, sera possivel realizar uma busca por padroes em relagao ao impacto

do campo tensorial no comportamento do divergente do campo vetorial.

1.3 Objetivos

O objetivo primario e geral do trabalho é estudar e desenvolver um método meta-heuristico
para grades regulares, visando obter campos tensoriais positivos definidos que reduzem er-
ros numeéricos residuais provenientes da operacao de projecao. Nesse contexto destacamos

os seguintes objetivos especificos:

e Definir atributos dos tensores que, ao serem modificados, poderao gerar campos
tensoriais que influenciam positivamente o divergente do campo vetorial projetado.
Ou seja, sera feita uma analise de atributos como: escala do tensor, angulo de

rotacao, proporcao e valores de seus autovalores, e diregoes dos autovetores;
e Fazer uma analise morfologica dos campos tensoriais encontrados;

e Desenvolver um método para visualizacao do impacto no divergente do campo ve-

torial, e no comportamento do fluido.
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2 Trabalhos Relacionados

O uso de campos tensoriais como a principal ferramenta deste trabalho para a resolucao do
problema apresentado se d4 principalmente pelo resultado obtido em Vieira et al. (2019),
onde foi desenvolvido um método para controle de fluidos, tanto em relagao ao caminho,
quanto ao estado final. Foi empregada uma abordagem baseada em malha regular, na
qual se define um campo tensorial que permite desviar o fluido, alterando os vetores de
velocidades de forma a atender os objetivos da animacgao. Essa abordagem vem sendo
desenvolvida no Departamento de Ciéncia da Computacao da UFJF nos ultimos anos
pelos orientadores deste trabalho (Renhe et al., 2019; Vieira et al., 2019; Ribeiro et al.,
2018), tendo como proposta central a utilizagao de tensores definidos positivos de segunda
ordem para controle de fluidos. O método utilizado é uma adaptagao de Stam (1999),
onde a velocidade e densidade do campo vetorial sao discretizadas em uma representacao
Euleriana. O campo tensorial ¢ inserido na formulacao matematica de forma que ele
altere localmente o momento linear do fluido. No entanto, os trabalhos anteriores focam
em desenvolver campos tensoriais como uma ferramenta de controle do escoamento do
fluido, enquanto neste trabalho esse objetivo é secundario. Os campos tensoriais aqui
apresentados possuem o objetivo principal de diminuir o divergente do campo vetorial,
mesmo que com isso o fluxo original seja afetado pelos novos tensores.

Além dos trabalhos anteriores desenvolvidos pelo departamento, o trabalho de
Dassios et al. (2002) teve um papel fundamental, tanto na fundamentagao tedrica, ao
tratar da existéncia e unicidade da decomposicao anisotropica de Helmholtz, quanto ao
desenvolvimento dessa decomposicao para o funcionamento do método proposto.

Os trabalhos Haeser et al. (2008); Ingber (1993) foram fundamentais para a
escolha da meta-heuristica utilizada neste trabalho. Em Haeser et al. (2008), o autor
aprofunda nos aspectos teéricos do Simulated Annealing explicando como o algoritmo
se relaciona com Cadeias de Markov, o algoritmo de Metropolis, e a distribuigao de
Boltzmann, que sao os principais pontos explorados pelos algoritmos desenvolvidos nesse

trabalho. Em Ingber (1993) o autor analisa, tanto teoricamente quanto na aplicagao
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pratica, diversas versoes da meta-heuristica aqui empregada. O autor deixa claro pontos
positivos e negativos do emprego dessas diferentes versoes do Simulated Annealing. Além
disso, o autor também apresenta alguns pontos que precisam de atencao ao se desenvolver
a meta-heuristica como, por exemplo, o cuidado que se deve ter quanto a variacao de

temperatura para manutencao do equilibrio de aceitacao probabilistica do sistema.
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3 Fundamentacao Tedrica

Para contextualizacao do problema a ser trabalhado neste documento, se faz necessério
uma introducao tedrica dos conceitos que aqui serao apresentados. Sera necessario também
uma revisao dos trabalhos relevantes, que irao contribuir para a interpretacao dos resul-

tados.

3.1 Decomposicao de Helmholtz

A projegao anisotréopica de Helmholtz é fundamental para o desenvolvimento do método
proposto neste trabalho dado que é através dela que obtemos um campo vetorial livre de
divergente. No entanto, é necessario apresentar a decomposigao cléssica de Helmholtz, ou

decomposi¢ao isotropica, que serve de base tedrica para a projecao anisotrépica.

3.1.1 Decomposicao Isotrépica

Dado um dominio limitado e regular D € R?, e um campo vetorial arbitrario f(r) continuo
em D = D U 9D, possuindo derivadas primeiras continuas em D. Entao a decomposicao

isotrépica de Helmholtz é descrita por:

f(r) = Vo(r) + V x A(r), (3.1)

V. Ar) =0, (3.2)

onde ¢(r) é um campo escalar, chamado de “potencial escalar”, e A(r) é um campo veto-
rial, chamado também de “vetor potencial”. A parte V¢ da Equacao (3.1) é irrotacional,
enquanto a parte V x A é solenoidal. O ponto principal da utilizacao da decomposicao de
Helmholtz é sua conclusao, onde é afirmado que o campo vetorial f pode ser reconstruido

a partir dos invariantes escalares e vetoriais de seu gradiente, via Equacao (3.1), e as
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seguintes equacoes:

o) = V - u(r), (3.3)

A(r) = -V x u(r), (3.4)

onde, u(r) pode ser obtido com a solugao da seguinte equacao de Poisson em D:

Au(r) = f(r). (3.5)

Além disso, a decomposigao isotrépica de Helmholtz (Eq.(3.1)) é tinica a menos do aditivo

de uma funcao harmonica, ou seja, podemos reescrever a equacao da seguinte forma:

f(r)=[Vo(r) + Vv ()] +[VxA(r)—Vv(r)], (3.6)

onde

em D.

3.1.2 Decomposicao Anisotropica

A reconstrucao e unicidade também é obtida através da decomposicao anisotrépica de

Helmholtz, como mostrado por Dassios et al. (2002). A decomposigao é dada por:

f(r) = Voo (r) + Vs x A(r). (3-8)

Agora considere a aplicagdo do S-divergente e o T-rotacional a esse campo f(r), apds a

decomposicao de Helmholtz:

VT . f(I') = VT . VTqﬁ(r) + VT . Vs X A(I‘), (39)

VS . f(r) = VS . VT¢(P) + VS . VS X A(I‘) (310)

O objetivo é encontrar um campo vetorial livre de divergente através destas decom-
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posigoes. Se ambos S =Te T =1, a decomposigao é V-f(r) = V-Vo(r)+ V-V x A(r) =
V -Vo(r), e o campo vetorial do termo V x A(r) é livre de divergente em respeito a base
canonica.

Nosso interesse é usar campos tensoriais de forma que S # I ou T # I. Primei-

ramente, considere T =1 e S # I, reduzindo a Equagao (3.10) para:

Vg - f(I‘) = Vg V(b(l‘) + Vs - Vg x A(I’) =Vg- ngﬁ(r),

que pode gerar um campo vetorial livre de divergente Vg x A(r). No entanto, esse campo
é solenoidal em respeito ao campo tensorial S(r). Alternativamente, ao definir T # I e

S =1, obtém-se:

VAfr) =V -Vro(r) + V-V X A(r) =V - Vro(r),

que pode gerar um campo livre de divergente V x A(r), solenoidal em respeito a base
canonica. Desta forma, a projecdo anisotrépica Pr(-) de um campo vetorial arbitrario

f(r) restringido pelo campo tensorial T(r) é obtida solucionando a equagao T-Poisson:

V- Vro(r) = V- f(r), (3.11)

de modo a obter o campo vetorial projetado como:

Pa(£(r)) = £(r) -~ Vro(r), (3.12)

que ¢ livre de divergente em respeito a base canonica, sujeito a anisotropia de T.

3.2 Campos Tensoriais

Tensores sao estruturas matematicas que sao utilizadas para representar a relacao en-
tre objetos algébricos e grandezas matematicas, fisicas ou estatisticas. Essas estruturas
variam sua forma de acordo com sua ordem, que por sua vez, varia de acordo com a di-
mensao. No contexto deste trabalho, o campo tensorial é uma funcao que associa a cada

ponto do espaco um tensor de segunda ordem, localmente representados por matrizes
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3 x 3, positivas e definidas.

Um problema ao se trabalhar com tensores é a representacao geométrica dessas
estruturas matematicas. Seguindo o trabalho de Kindlmann (2004), procurando evitar
problemas de assimetria e ambiguidade visual, os tensores serao representados por su-
perficies quadricas. Um fator importante para essa representacao de tensores sao seus au-
tovalores e autovetores, que ditarao seu formato e orientagao respectivamente. A variacao
entre os autovalores do tensor ditard sua anisotropia, que possuird uma representagao
linear, planar ou esférica. Sejam os autovalores A\;, A\ e A3 da matriz diagonal A de

autovalores do tensor T', faz-se a seguinte relagao:
e )\ = Ay = A3, tensor esférico, isotrépico
e )\ > )y = )3, tensor linear

e )\ = )y > A3, tensor planar

C
Ce
QOO
KOO O
N0 O
RS e

Figura 3.1: Formatos dos tensores, com glifos quédricos, variando os autovalores (Kindl-
mann, 2004).

Neste trabalho, a relagao imposta entre o campo vetorial e o campo tensorial é
a mesma descrita por Vieira et al. (2019). O tensor funciona como um modulador da
velocidade e direcao do fluido. O tensor altera essas propriedades localmente de acordo
com a magnitude de seus autovalores e sua orientacao em relagao ao vetor correspondente.
Os autovalores sao os principais fatores de aceleracao e desaceleracao, caso o vetor esteja
perfeitamente alinhado com o tensor. Caso contrario, o vetor sera forgado a orientagao
do tensor. Portanto, o tensor também serd um fator de alteracao da direcao do fluxo do

fluido.
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3.3 Simulated Annealing

Stmulated Annealing, ou Recozimento Simulado, é um método probabilistico proposto por
Kirkpatick et al. (1983). Surgiu no contexto da mecanica estatistica, sendo uma técnica
com o propésito de solucionar problemas de otimizac¢ao combinatéria (Haeser et al., 2008).
Esse método simula o funcionamento de um processo fisico onde um material é levado a
uma alta temperatura e é lentamente resfriado até que eventualmente se solidifique. Isso
acontece quando ele se encontra em uma configuragao de baixa energia (Bertsimas et al.,
1993). Para que o Simulated Annealing seja utilizado, alguns elementos béasicos devem

ser verificados:

1. Um conjunto finito de estados E;
2. Uma funcao custo C € R e definida em E;

3. Seja e um estado € E, entao Ve, 3 um conjunto de estados E (e) C E—{e} chamado

de conjunto de estados vizinhos a e;
4. Uma funcao de arrefecimento da temperatura 7T
5. Um estado inicial ¢ € E.

6. Uma condicao de parada.

Com os elementos acima satisfeitos, o algoritmo de Simulated Annealing consiste
em uma cadeia de Markov discreta e ndo-homogénea (Bertsimas et al., 1993). A evolugao
do algoritmo acontece da seguinte forma: a partir de um estado inicial i, é gerado, alea-
toriamente, um novo estado v. Uma vez que esse novo estado tenha sido gerado, o novo
valor da funcao custo é verificado, e este valor é comparado com o do ultimo estado aceito.
Se o custo for menor, entao este novo estado é aceito, e a busca se reinicia a partir dele.
Caso o valor da fungao custo seja maior, uma funcao de probabilidade ditard a aceitagao
do estado. Essa meta-heuristica possui varias versoes e modificacoes presentes na lite-
ratura, como pode ser visto no trabalho de Ingber (1993). Portanto, existem diversas
funcoes de probabilidade que podem ser utilizadas nessa etapa do processo. O algoritmo
escolhido para geracao dos campos tensoriais foi o Boltzmann Annealing, onde a funcao

de aceitacao probabilistica de novos campos é dada pela seguinte equacao:
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P = exp <_ATC) , (3.13)

onde AC representa a diferenca de “energia”’, ou custo entre o novo estado e o tltimo
estado aceito, e T faz referéncia a temperatura dada pela Equacao (3.15). O valor de
P devera ser maior ou igual a um nimero gerado aleatoriamente entre 0 e 1 para que o
campo seja aceito. Essencialmente, isso é a distribuicao de Boltzmann contribuindo para
a funcao de particionamento da mecanica estatistica do sistema (Ingber, 1993). Neste
trabalho, os estados do Simulated Annealing sao campos tensoriais positivos definidos. A
funcao custo, ou parametro de comparacao, é a média quadratica do divergente do campo
projetado, dada por:
S (divergente,)”

s crgenten) (3.14)

onde m é o tamanho do campo vetorial. A cada iteracao do algoritmo uma modificagao é
feita no 1ltimo campo tensorial aceito, e assim os passos de projecao sao refeitos com esse
novo campo gerado. O resultado dessa nova execugao é entao comparado com o resultado
do estado anterior, e assim é decidido se o novo campo sera aceito pelo algoritmo.

Em conjunto com a funcao de probabilidade de aceitagao, ha também uma funcao
de arrefecimento da temperatura. O objetivo principal dessa funcao de arrefecimento é
colaborar para que o algoritmo evite 6timos locais, tendo assim uma relacao direta com
a funcao de probabilidade de aceitacao do algoritmo. A temperatura inicial deve ser
suficientemente grande para que, inicialmente, o algoritmo consiga aceitar a maioria dos
novos estados gerados e, com o passar do tempo, essa probabilidade de aceitacao se torne
cada vez menor (Haeser et al., 2008). A fungao de arrefecimento da temperatura utilizada
é dada por uma generalizagao feita por Kirkpatick et al. (1983) a partir do algoritmo de

Metropolis Monte Carlo, dada por:

o
~log (1)’

onde t é uma medida de tempo artificial para o resfriamento da temperatura. Essa medida

T(t) (3.15)

de tempo pode ser representada por um ntumero de iteragoes arbitrarias, ou realmente
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uma quantia arbitraria de tempo. Nota-se que, ao relacionar as equagoes (3.15) e (3.13),
a temperatura esta diretamente relacionada com a probabilidade de aceitacao dos estados,
reafirmando que a temperatura inicial T tem um papel importante para que o Simulated

Annealing evite étimos locais.
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4 Método Proposto

O método utilizado é altamente dependente de parametros, tendo como entradas um
campo vetorial, um campo tensorial inicial, e os parametros de execucao do Simulated

Annealing. Para isso, temos as seguintes etapas:

e Campo vetorial: na primeira etapa do método, o usuario devera definir qual sera o

campo vetorial utilizado. O campo é fixo durante todo o processo do algoritmo.

e Campo tensorial inicial: na segunda etapa do processo deverd ser definido qual o
campo tensorial utilizado para a execucao inicial, ou seja, a execucao que obtera o

estado que serd o ponto de partida do Simulated Annealing.

e Parametros de alteracao do campo tensorial: apds definido o campo tensorial ini-
cial, deverao ser definidos os parametros que irao alterar o campo tensorial a cada

iteracao.

e Parametros de execucao do Simulated Annealing: a meta-heuristica possui seus
préprios parametros de execucao como, por exemplo, parametros relacionados a

temperatura, e a fungao de probabilidade.

e Execucao do Simulated Annealing: apoés a definicao dos parametros e estados ini-
ciais do método, o Simulated Annealing itera sobre o campo tensorial. A cada
iteragao o campo tensorial é modificado de acordo com os parametros definidos,
sendo executado o passo de projecao do campo vetorial com o novo campo tensorial
gerado. A cada iteracao a meta-heuristica decide se o novo campo tensorial possui

um resultado aceitavel, ou nao, com relacao a diminuicao de residuos da projecao.

Em todo o processo, os campos tensoriais utilizados deverao ser definidos positivos, por-
tanto, as modificacoes feitas no campo deverao manter essa condicao. As modificacoes
feitas sao uma série de escalonamentos e rotacoes aleatérias em tensores escolhidos aleato-

riamente. No entanto, os valores aleatérios das varidaveis que modificam o campo possuem
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limites inferior e superior pré-estabelecidos. Além disso, os tensores presentes nas bordas
do campo nao sao alterados. A nao alteracao desses tensores acontece para evitar pro-
blemas com condigoes de borda. As modificacoes sao baseadas no seguinte principio: se
S € R? ¢ uma matriz positiva definida. Essa matriz S possui autovalores reais tais que

A1, Ao > 0, e autovetores reais e; e ey, supostos normalizados, podendo ser escrita como:

€1 €2
S = /\16161 + )\26265 = )\1 ' (811 612) + )\2 ' <621 622) .

612 622

Portanto, dada uma matriz de rotacao R, a operacao RSRT, pode ser descrita como:

RSRT = A\ Reie] RT + Ay Resel RT, = A1 (Rey) (Req)™ + Az (Rez) (Reg)".

Consequentemente, a matriz RSRT é simétrica, positiva definida com autovalores Aj, Ay

e autovetores (Re;) e (Rey) que satisfaz:
(Re;) - (Rei) = (Re;)" (Re;) = (e]RT) (Re;) =1, 1=1¢ 2,

(Re1) - (Rea) = (e]RT) (Reg) = 0,

uma vez que uma matriz de rotacao satisfaz RT R = I. Podemos escalar e rotacionar a

matriz S da seguinte forma:

(\/aR) S (\/ER)T =\ (\/ER) ere] (\/aR)T + Ao (\/aR) eqel (\/ER)T ,

para obter:

(\/&R) S (\/&R)T = (Oé/\l) (R€1) (Rel)T + (Oé)\g) (Reg) (Reg)T s



4.1 Modelo Computacional 26

onde o € Rsg. Sendo assim, (y/aR) S (y/aR)" é uma matriz simétrica com autovalores

(A1) e (a)2) e autovetores (Rep) e (Resg).

4.1 Modelo Computacional

Os dois algoritmos desenvolvidos sao distintos em seu funcionamento, mas como sao funda-
mentados na mesma meta-heuristica, alguns dos parametros sao comuns a ambos. Porém,
mesmo tendo parametros comuns, alguns dos parametros possuem valores diferentes para
cada algoritmo. Um exemplo de parametro comum a ambos, e que possui o mesmo valor,
é o limite de rotacao dos tensores a cada iteracao. Esse parametro possui um valor entre
—10° < 0 < 10°. Outro exemplo, é o critério de parada dos algoritmos, ambos possuem
um limite de iteracoes que ao ser atingida, os algoritmos param a execuc¢ao e apresentam
os resultados obtidos. O valor utilizado para esse critério de parada foi o limite de 30 mil
iteragoes dos algoritmos. Para esclarecimento do fluxo de funcionamento dos algoritmos

dois fluxogramas foram desenvolvidos, eles podem ser observados nas Figuras (4.1, 4.2)

Algoritmo 1

Apesar de ambos os algoritmos se basearem na mesma meta-heuristica, algumas modi-
ficacoes foram feitas, nao sé em questao de valores dos parametros utilizados, mas também
no comportamento do algoritmo. Em relagao aos parametros que sao comuns a ambos
os algoritmos, ha também o fator de escalonamento do tensor. Porém o valor para esse
parametro difere entre os algoritmos. No primeiro algoritmo o fator de escalonamento
varia da seguinte forma: 0,7 < a < 1,3. A temperatura usada no Simulated Annealing é
constante, e possui um valor igual a 1le=®. Sendo assim, a variacao na probabilidade de
aceitacao do algoritmo é a variacao da média quadratica do divergente, além do nimero
entre 0 e 1 gerado aleatoriamente a cada iteracao que necessita da avaliagao da fungao de
probabilidade.

Em relacao ao comportamento do algoritmo, uma caracteristica importante é
quanto a escolha do tensor que serd modificado, a selecao é aleatoria dentro dos limites
de borda estabelecidos. Esse limite de borda esta relacionado com a limitacao imposta

aos algoritmos para nao modificarem tensores na borda do campo vetorial para evitar
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problemas com condicoes de contorno. Se a alteracao do tensor resultou em uma média
quadratica do divergente menor que a do campo atualmente aceito, o mesmo tensor é
selecionado para modificacao e a alteracao sera a mesma. No caso do mesmo tensor ter
sido selecionado mais de 25 vezes consecutivas, as alteragoes comegam a ser aplicadas
duas vezes, ou seja, o tensor é escalonado e rotacionado duas vezes na mesma iteracao.
Se o campo gerar um divergente pior, mesmo que o novo campo seja aceito pela funcao
de probabilidade, ou se um mesmo tensor ja foi selecionado mais de 50 vezes, um novo

tensor sera sorteado, assim como um novo fator de escalonamento e angulo de rotacgao.

Inicializag&o dos

Inicio ————» parametros de
execucdo
= Fatoragdo LU & .
Apresenta Nao Iteragéo _ Sim Define Sistema Método dos Computagéo do Divergente Sim
dadosda = atual < lteragado ——p- [ - E— Gradientes —™ Divergente do »  Atual <D
execugao Limite? Bi-Conjugados Campo Projetado Aceito?
\J T l Nao
Fim )
Seleciona um Aceito
Modifica o t novo tensor e Nao pela fungao Sim Atualiza Solugéo
CEifEE @ ey atualiza varidveis Leseek 2 Aceita
de modificagdo
Novo
Sim tensor deve
ser selecionado para
modificagdo?
Nao J

Figura 4.1: Fluxograma de funcionamento do Algoritmo 1

Algoritmo 2

Nesse segundo algoritmo o fator de escalonamento é menor que o anterior, obedecendo
o seguinte limite: 0,85 < o < 1,15. O fator de escalonamento foi reduzido para evitar
quebrar o equilibrio de probabilidades do algoritmo, evitando mudancas bruscas na va-
riacao da média quadratica dos divergentes do campo. Essa preocupacao é valida, pois
diferentemente do algoritmo anterior, agora ha o arrefecimento da temperatura. Sendo
assim, ha mais um fator variavel na probabilidade de aceitacao dos campos. Para melhor
controle da probabilidade de aceitacao, a temperatura nao ¢é definida diretamente, e sim

pelos valores da probabilidade inicial e final, da seguinte forma:

—1

=
log (p;)

(4.1)
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(§]
-1
log (py)

ty , (4.2)

onde t;, p;, ty e py, sao temperatura inicial, probabilidade inicial, temperatura final, e
probabilidade final respectivamente. As probabilidades inicial e final possuem um valor
entre 0 e 1, e a probabilidade final é menor que a probabilidade inicial. A funcao de

arrefecimento da temperatura é dada por:

t o T
f= <t—f> : (4.3)

onde ciclos é o nimero de vezes que a temperatura ird diminuir durante o processo do
Simulated Annealing. Dada essa variacao da temperatura, de acordo como foi apresentado,
é necessario fazer um ajuste da magnitude da temperatura em relagao as variacoes da
média quadratica do divergente, para que a funcao de probabilidade funcione como o

esperado. Esse ajuste acontece da seguinte forma:

P — exp (ﬂ) (4.4)

T * mag
onde:
AE = |Satual - Saceit0| y (45)
e
mag = 10108 (A (4.6)

onde T é a temperatura atual, S é o valor obtido na Equacao(3.14), e mag é a magnitude
da variagao da média quadratica do divergente que é expressa por AE. Note que, ao inserir
a Eq.(4.1), ou Eq.(4.2), na Eq.(4.4), as variagoes pequenas de divergente sao favorecidas,
enquanto as grandes alteragoes sao evitadas.

Outra diferenca importante entre os algoritmos se dé na selecao do tensor a ser
modificado. Aqui, antes de um tensor ser selecionado, o algoritmo monta uma matriz
com as 10 posicoes de maior divergente de cada linha do campo vetorial, e uma posicao
é sorteada considerando a matriz gerada. No que diz respeito as selecoes consecutivas de

tensores, apresentada como caracteristica do algoritmo anterior, a tnica diferenca aqui
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estd presente no fato que neste apds 25 selecoes consecutivas, a modificagao continua

sendo aplicada apenas uma vez, e nao duas vezes.

Inicializag&@o dos

Inicio ——————» parametros de
execucao
A 1 Iteracdo (RTEEDATE [or tacdo d Divergente
presenta Nio Sim T R Método dos omputag&o do ivergen Sim
dadosda -«———— atual <lteracdo ——p Deﬂl?nilgfema — Gradientes —> Divergente do Atual < Diverg
execugdo Limite? Bi-Conjugados Campo Projetado Aceito?
\J T l Nao
Fim §
Aceito
Arrefecimento da Nao pela funcéo Sim Atualiza Solug&o
temperatura feite ilistica 2 —————— Aceita
Seleciona um Monta matriz com NOV’;’
. novo tensor e tensores em locais Sim (RIS
Modifica o tensor ¢————————— atualizavaridvels de maior - ser selecionado para
de modificac&do divergente modificago?

{ Néo J

Figura 4.2: Fluxograma de funcionamento do Algoritmo 2
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5 Resultados

De modo a avaliar o método proposto, foi realizada uma bateria de testes com 4 campos
vetoriais, utilizando os algoritmos descritos na Sec¢ao (4.1). A implementacao atual foi
desenvolvida para campos 2D, mas pode ser facilmente expandida para 3D. Os campos
vetoriais utilizados se diferem em tamanho e geometria sendo, que o Campo 1 e o Campo
3 possuem uma malha de 78 x 110, enquanto o Campo 2 e o Campo 4 sao representados
usando uma malha 100 x 100. Os estados iniciais de cada campo podem ser visualizados
na Secao (5.1).

Os testes foram executados em um ambiente 2D baseado na proposta apresentada
por Vieira et al. (2019), utilizando a mesma méscara assimétrica desenvolvida para encon-
trar a solugao do T-Laplaciano. Ela é necessaria para montar o sistema de equacgoes linear
e encontrar a solucao da projecao do campo vetorial. O método numérico utilizado foi o
dos gradientes bi-conjugados. Apesar do ambiente utilizado ter sido desenvolvido com o
proposito de solucionar um problema de dinamica de fluidos, as ferramentas utilizadas por
esse trabalho sao essencialmente numéricas e livres da restricao de contexto de simulacao

de fluidos. A maquina utilizada para realizacao possui os seguintes componentes:
e Processador: Intel Core 15-9400F, 6 nicleos, 6 threads e 2.90-4.10 GHz;
e Memoria RAM: 16 GB, 2666 MHz
e Sistema Operacional : Windows 10 64-bit
e IDE: MATLAB 2020a 64-bit

Cada campo vetorial possui uma caracteristica especifica, desenvolvida com o
objetivo de evidenciar caracteristicas importantes nos campos tensoriais resultantes. Os
campos vetoriais 1 e 2 possuem uma descontinuidade muito abrupta, e o divergente esta
concentrado em uma parte especifica do campo. Essa caracteristica serve para verificar
se os algoritmos tendem a aceitar modificagoes em tensores que estao presentes na parte

do campo com maior divergente ou se nao existe essa relagao. O Campo 3 ¢ referenciado
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como complexo por ter topologia e distribuicao complexa do divergente. Esse campo
visa evidenciar como o método se comportaria em situagoes mais semelhantes as obtidas
ao se utilizar, por exemplo, um campo vetorial de um fluido. O Campo 4 é um caso
intermediario, onde a transicao nao é tao brusca, mas possui divergente concentrado
em uma parte especifica. Com essas caracteristicas, também é possivel observar se os
algoritmos tendem a aceitar modificagoes que fagcam com que os tensores se alinhem mais
com o fluxo associado.

Ambos os algoritmos tiveram 30 mil iteracoes para cada um dos campos vetoriais,
e também tiveram o mesmo campo tensorial inicial, o campo tensorial isotrépico mostrado
na Figura (5.5). Com isso, fica evidente a distin¢do das duas projegoes, e o resultado
possivel de ser alcancado com ambas. Para fins de comparacgao e transparéncia numérica,
os dados brutos coletados de cada uma das etapas do método proposto (estado inicial
dos campos, projegao isotropica e projecao anisotrdpica), sao apresentados em tabelas no
inicio de cada uma das préximas segoes.

Nos testes realizados com a projegao anisotrépica, que podem ser visualizados
na Secao (5.3), hd uma divisdo entre “Processo Completo” e “Campos Aceitos”, onde
os dados relativos ao primeiro sao referentes a todos os campos gerados pelo algoritmo,
enquanto os dados relativos ao segundo sao referentes aos campos que foram aceitos pelo
algoritmo. Os resultados obtidos em cada teste serao discutidos mais detalhadamente na
Secao (5.4), onde também serd apresentada a proporgao dos resultados em relacao aos
dados do estado inicial, sem projecao, e em relacao aos dados da projecao isotrépica.

Como visto na Segao (3.3), os campos tensoriais gerados foram comparados uti-
lizando a média quadratica do divergente do campo vetorial resultante apds a projecao.
Porém, os algoritmos coletaram alguns dados além da métrica de comparagao dos campos,
sendo eles: divergentes méaximos e minimos obtidos durante a execucao do algoritmo, e a

soma absoluta dos divergentes de cada iteragao.

5.1 Campos Vetoriais Iniciais

Os dados apresentados na Tabela (5.1) e na Tabela (5.2) possuem o propésito de evidenciar

a eficiéncia numérica do método. O mesmo vale para os graficos apresentados a seguir, que
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além de servirem para evidenciar a eficiéncia do método, também deixam claro a influéncia
dos campos tensoriais gerados. As tabelas indicam o maior e o menor valor de divergente
encontrado em cada um dos campos, o valor da média quadratica dos divergentes, e a
soma absoluta dos divergentes.

Dois graficos sao apresentados para cada campo. O primeiro grafico contém
informagao relativa ao divergente do campo, como mostra a Figura (5.1a), enquanto o
segundo grafico deixa claro o fluxo dos vetores do campo e, além disso, mostra a magnitude

dos vetores em diferentes regides, como mostra a Figura (5.1b).

Tabela 5.1: Dados relativos ao estado inicial dos campos 1 e 2.

Campo 1 Campo 2
Dados Minimo | Méximo Minimo | Méximo
Divergente -0,51]0 -11]0
Média quadratica do divergente 0, 004854 0,021621
Soma Absoluta do divergente 71 183

Tabela 5.2: Dados relativos ao estado inicial dos campos 3 e 4.

Campo 3 Campo 4
Dados Minimo | Méximo Minimo | Méximo
Divergente —1,01667 | 0,772688 -30 | 2
Média quadratica do divergente 0, 026789 12, 488496
Soma Absoluta do divergente 869 10616
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5.1.1 Campo 1 - Descontinuo Vertical
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(a) Vetores e Divergentes. (b) Streamlines e Magnitudes.

Figura 5.1: Campo 1 - Descontinuo Vertical em seu estado inicial.
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(a) Vetores e Divergentes. (b) Streamlines e Magnitudes.

Figura 5.2: Campo 2 - Descontinuo Diagonal em seu estado inicial.
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5.1.3 Campo 3 - Complexo
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(a) Vetores e Divergentes. (b) Streamlines e Magnitudes.

Figura 5.3: Campo 3 - Complexo em seu estado inicial.

5.1.4 Campo 4 - Radial Rotacional
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(a) Vetores e Divergentes. (b) Streamlines e Magnitudes.

Figura 5.4: Campo 4 - Radial Rotacional em seu estado inicial.

5.2 Projecao Isotrdpica

Assim como na segao anterior, os dados expostos nas Tabelas (5.3, 5.4), e os graficos desta
se¢ao, possuem o Unico propdsito de evidenciar a eficiéncia do método proposto.
Nota-se, porém, que os graficos desta secao diferem dos graficos da se¢ao anterior.
As primeiras figuras representam o campo vetorial irrotacional encontrado para cada um
dos campos vetoriais desenvolvidos. Um exemplo pode ser visto na Figura (5.6). Esse

campo, ao ser subtraido do campo original, como, por exemplo, o campo da Figura (5.1),
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gera o campo projetado, que pode ser observado na Figura (5.7).
O campo tensorial utilizado para a projecao isotrépica pode ser visto na Figura
(5.5). Nota-se que esse ¢ o campo tensorial inicial para os algoritmos desenvolvidos

apresentados na Secao (4.1).

Tabela 5.3: Dados relativos a projegao isotropica dos campos 1 e 2.

Campo 1 Campo 2
Dados Minimo | Maximo Minimo | Méximo
Divergente —0,12499 | 0,126559 —0,25166 | 0,249997
Média quadratica do divergente 0, 000606 0,002688
Soma Absoluta do divergente 36 91

Tabela 5.4: Dados relativos a projecao isotropica dos campos 3 e 4.

Campo 3 Campo 4
Dados Minimo | Méximo Minimo | Méximo
Divergente —0,25957 | 0,250011 —13,5513 | 8,021646
Média quadratica do divergente 0,001085 1,956613
Soma Absoluta do divergente 159 3094
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5.2 Projecao Isotrépica
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Figura 5.8: Campo vetorial T-irrotacional V¢ (r) para o Campo 2 com a projecao

isotrépica.



5.2 Projecao Isotrépica 38

Campo Projetado

Campo Projetado / Streamlines

25

0.2

0.1

-0.0

Divergente
apnyubepy

-0.1

-0.3
(a) Vetores e Divergentes. (b) Streamlines e Magnitudes.

Figura 5.9: Campo 2 apds projecao isotrépica.

5.2.3 Campo 3 - Complexo
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Figura 5.10: Campo vetorial T-irrotacional V¢ (r) para o Campo 3 com a projegao
isotrépica.
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Figura 5.11: Campo 3 apds projecao isotrépica.
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5.2.4 Campo 4 - Radial Rotacional
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(a) Vetores e Divergentes. (b) Streamlines e Magnitudes.

Figura 5.12: Campo vetorial T-irrotacional Vr¢ (r) para o Campo 4 com a projegao
isotrépica.
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(a) Vetores e Divergentes. (b) Streamlines e Magnitudes.

Figura 5.13: Campo 4 apds projecao isotrépica.

5.3 Projecao Anisotrdpica

Nesta secao sao apresentados os resultados obtidos apds a execucao dos algoritmos para
cada um dos campos apresentados na Secao (5.1). Esta secdo possui subdivisoes para
cada um dos campos da Segao (5.1). Para cada campo sao apresentados separadamente
os resultados obtidos pelo Algoritmo 1, descrito na Se¢ao (4.1), e pelo Algoritmo 2,

descrito na Se¢ao (4.1).
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Quanto aos dados e figuras, existem algumas diferencas em relagao a secao ante-
rior. Nas tabelas, os valores da média quadratica e soma absoluta nao sao mais tinicos.
Aqui sao apresentados os maiores e menores valores obtidos durante todo o processo de
execugao do algoritmo, como pode ser visto na Tabela (5.5). Além disso, é apresentada
uma tabela para cada um dos campos, e em cada tabela estao contidos os dados obtidos
por ambos os algoritmos. Os campos tensoriais obtidos pelos algoritmos também serao
apresentados, como pode ser visto na Figura (5.16).

Quatro novas figuras foram introduzidas, referentes a evolugao da média quadratica
e a soma absoluta dos divergentes. As novas figuras separam os dados recolhidos em
relagdo ao processo completo de execucao, que pode ser visto, por exemplo, na Figura
(5.17a), e os dados recolhidos apenas dos campos que foram aceitos, como pode ser visto,
por exemplo, na Figura (5.17b). Note como as mudancas bruscas, que produzem um
divergente pior, sao evitadas pelos algoritmos. Esse detalhe fica mais evidente quando
se compara a Figura (5.17a) e a Figura (5.17b). O algoritmo, por ser uma busca proba-
bilistica, pode piorar a média quadratica do divergente do campo vetorial, em relagao ao
seu estado inicial, ou seja, em relacao ao resultado da projecao isotrépica. Contudo, isso
acontece gradualmente, dado que os algoritmos tendem a evitar grandes alteracoes que

pioram o divergente.

5.3.1 Campo 1 - Descontinuo Vertical

Tabela 5.5: Dados relativos ao processo completo da projecao anisotrépica do Campo 1.

Algoritmo 1 Algoritmo 2
Dados Minimo | Méaximo Minimo | Méaximo
Divergente —1,49462 | 2,046195 —0.25649 | 0.184882

Média quadratica do divergente | 0.000183 | 0.001571 0.001079 | 0,001085

Soma Absoluta do divergente 30 | 40 47 | 48
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Tabela 5.6: Dados relativos aos campos aceitos da projecao anisotréopica do Campo 1.

Algoritmo 1

Algoritmo 2

Dados Minimo | Maximo

Minimo | Maximo

Divergente —0, 14863 ‘ 0, 156157

—0,25618 ‘ 0, 174628

Média quadrética do divergente 0,000183 | 0,000612

0,001079 | 0,001085

Soma Absoluta do divergente 30 | 35

47 | 48

Algoritmo 1

0.1

-0.1

-0.2

Divergente

-0.4

-0.5

(a) Vetores e Divergentes. (b) Streamlines e Magnitudes.
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Figura 5.14: Campo vetorial T-irrotacional V¢ (r) para o Campo 1 apés execucao do

Algoritmo 1.

Campo Projetado

Divergente

(a) Vetores e Divergentes.

Campo Projetado / Streamlines

(b) Streamlines e Magnitudes.

Figura 5.15: Campo 1 projetado apds execucao do Algoritmo 1.
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Figura 5.18: Evolugao da soma absoluta dos divergentes do Algoritmo 1 no Campo 1.
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Figura 5.19: Campo vetorial T-irrotacional V¢ (r) para o Campo 1 apds execugao do
Algoritmo 2.
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Figura 5.20: Campo 1 projetado apds execucao do Algoritmo 2.
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Figura 5.23: Evolucao da soma absoluta dos divergentes do Algoritmo 2 no Campo 1.

5.3.2 Campo 2 - Descontinuo Diagonal

Tabela 5.7: Dados relativos aos processo completo da projecao anisotropica do Campo 2.

Algoritmo 1 Algoritmo 2
Dados Minimo | Méximo Minimo | Méximo
Divergente —2,40345 | 3,652255 —0,44316 | 0,390782
Média quadratica do divergente | 0,00133 | 0,004837 0,001159 | 0,002718
Soma Absoluta do divergente 88 | 103 71 1 90

Tabela 5.8: Dados relativos aos campos aceitos da projecao anisotropica do Campo 2.

Algoritmo 1 Algoritmo 2
Dados Minimo | Maximo Minimo | Maximo
Divergente —0,32764 | 0,392234 —0,32722 | 0,308761

Média quadratica do divergente | 0,001330 | 0,002717 0,001159 | 0,002718

Soma Absoluta do divergente 88 | 94 711 90
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Figura 5.24: Campo vetorial T-irrotacional V¢ (r) para o Campo 2 apds execucao do

Algoritmo 1.
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Figura 5.25: Campo 2 projetado apds execucao do Algoritmo 1.
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Figura 5.28: Evolucao da soma absoluta dos divergentes do Algoritmo 1 no Campo 2.
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Figura 5.29: Campo vetorial T-irrotacional Vr¢ (r) para o Campo 2 apds execugao do

Algoritmo 2.
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Figura 5.33: Evolugao da soma absoluta dos divergentes do Algoritmo 2 no Campo 2.

5.3.3 Campo 3 - Complexo

Tabela 5.9: Dados relativos ao processo completo da projecao anisotrépica do Campo 3.

Algoritmo 1

Algoritmo 2

Dados Minimo | Maximo Minimo | Méximo
Divergente —0,93048 | 1,159346 —0, 26086 | 0,250036
Média quadratica do divergente | 0, 000556 | 0,001330 0,000837 | 0,001041
Soma Absoluta do divergente 113 | 154 137 | 152
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Tabela 5.10: Dados relativos aos campos aceitos da projecao anisotrépica do Campo 3.

Algoritmo 1

Algoritmo 2

Dados

Minimo | Maximo

Minimo | Maximo

Divergente

—0,26018 ‘ 0.250545

—0,26085 ‘ 0,250012

Média quadratica do divergente

0,000556 | 0,001041

0,000837 | 0,001041

Soma Absoluta do divergente

113 | 152

137 | 152
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(b) Streamlines e Magnitudes.

apnjiubely

Figura 5.34: Campo vetorial T-irrotacional V¢ (r) para o Campo 3 apés execucao do

Algoritmo 1.
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Figura 5.35: Campo 3 projetado apds execucao do Algoritmo 1.
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Figura 5.36: Campo tensorial anisotrépico obtido apds execucao do Algoritmo 1 no Campo
3.
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Figura 5.37: Evolugao da média quadratica do divergente do Algoritmo 1 no Campo 3.
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Figura 5.38: Evolucao da soma absoluta dos divergentes do Algoritmo 1 no Campo 3.
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Figura 5.39: Campo vetorial T-irrotacional V¢ (r) para o Campo 3 apds execugao do

Algoritmo 2.
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Figura 5.40: Campo 3 projetado apds execucao do Algoritmo 2.
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Figura 5.43: Evolucao da soma absoluta dos divergentes do Algoritmo 3 no Campo 1.

5.3.4 Campo 4 - Radial Rotacional

Tabela 5.11: Dados relativos ao processo completo da projegao anisotrépica do Campo 4.

Algoritmo 1 Algoritmo 2
Dados Minimo | Méximo Minimo | Maximo
Divergente —163,873417 | 191,897217 —13,551342 | 8,064126
Média quadratica do divergente 1,311665 | 10,043111 1,772142 | 1,999380
Soma Absoluta do divergente 2978 | 3712 2974 | 3094

Tabela 5.12: Dados relativos aos campos aceitos da projecao anisotrépica do Campo 4.

Algoritmo 1 Algoritmo 2
Dados Minimo | Maximo Minimo | Maximo
Divergente —14,205794 | 8,518323 —13,551341 | 8,064073
Média quadratica do divergente 1,311665 | 1,999380 1,772142 | 1,999287
Soma Absoluta do divergente 2078 | 3118 2975 | 3094
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Figura 5.44: Campo vetorial T-irrotacional V¢ (r) para o Campo 4 apds execugao do
Algoritmo 1.
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Figura 5.45: Campo 4 projetado apods execucao do Algoritmo 1.
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Figura 5.49: Campo vetorial T-irrotacional V¢ (r) para o Campo 4 apés execucao do
Algoritmo 2.
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Figura 5.50: Campo 4 projetado apds execucao do Algoritmo 2.
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Figura 5.52: Evolucao da média quadratica do divergente do Algoritmo 2 no Campo 4.
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Figura 5.53: Evolugao da soma absoluta dos divergentes do Algoritmo 2 no Campo 4.

5.4 Analise dos Dados

Para analise dos dados obtidos, é necessaria a construgao de gréaficos que esclarecem a
relagcao entre esses dados. Com esse propésito, trés novos graficos foram desenvolvidos.
Todos os valores referentes aos algoritmos 1 e 2 sao os minimos encontrados, considerando
os campos que foram aceitos pelos algoritmos.

O primeiro gréfico, que pode ser observado, por exemplo, na Figura (5.54), diz
respeito aos valores brutos obtidos da média quadratica e da soma absoluta do divergente.
O segundo, que pode ser observado, por exemplo, na Figura (5.58), diz respeito as pro-

porcoes entre os valores dos dados. Por fim, no terceiro grafico, que pode ser observado,
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por exemplo, na Figura (5.62), diz respeito a reducao da média quadratica do divergente,
em cada um dos testes realizados. Este tltimo grafico possui o objetivo de evidenciar a
reducao observada ao analisar as proporcoes dos valores apresentados no segundo grafico.

Nota-se na Figura (5.58) que o Algoritmo 2 encontrou problemas no teste relativo
ao Campo 1 e, apesar da reducao de divergente em relacdo ao campo sem projecao, o
algoritmo piorou o resultado em relacao a projecao isotrépica. Ao analisar o numero de
estados aceitos, informacao presente na Figura (5.22b), e o campo tensorial resultante,
Figura (5.21), o algoritmo teve dificuldades em fazer boas modificagdes no campo tensorial,
dada a pequena quantidade de campos aceitos. Esse acontecimento pode estar relacionado
com a matriz montada para selecao dos tensores. Todavia, apesar desse resultado, essa
foi a unica situacao em que um dos algoritmos obteve um desempenho inferior a projecao
isotropica e, por isso, pode ser considerado uma excecao. No mesmo campo, o Algoritmo
1 obteve uma reducao de 96% do divergente em relacdo ao campo sem projecao, e de
70% em relacao a projegao isotrépica, como pode ser observado na Figura (5.62). A
partir disso, nota-se uma reducao de quase duas ordens de magnitude em relacao ao
divergente do campo sem projecao, como pode ser visto ao comparar os valores contidos
na Figura(5.54a).

Os algoritmos conseguiram um resultado ainda mais expressivo nos testes realiza-
dos sobre o Campo 3, reduzindo duas ordens de magnitude do divergente relacionado ao
campo sem proje¢ao, como pode ser visto na Figura (5.56a). Os algoritmos alcancaram
uma reducao de 98% e 97% respectivamente, como pode ser visto na Figura (5.64).

Quanto aos campos tensoriais resultantes, nota-se que as modificagoes realizadas
em tensores que estao nas posigoes de maior divergente tendem a ser aceitas. Essa carac-
teristica pode ser deduzida pela coloragao, formato e rotacao dos tensores nas regioes de
maior divergente, indicando que eles sofreram mais alteragoes que os demais. O impacto
dos campos tensoriais no escoamento dos vetores pode ser notado ao comparar os campos
projetados e seus respectivos estados iniciais. Os campos 1 e 2 foram desenvolvidos jus-
tamente com esse proposito e é possivel ver que, em suas projegoes anisotropicas, ha uma
suavizagao onde inicialmente era uma transicao brusca. Observa-se nos campos tensoriais

resultantes que os tensores nao tendem a se alinhar com os vetores, como inicialmente
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era esperado. Geralmente eles sao ortogonais aos vetores, além de tenderem a possuir um
formato planar.

A diminuicao do divergente também fica evidente, principalmente no Campo 3,
onde o divergente ¢é distribuido de diversas formas distintas por todo o campo. Nota-se,
por exemplo, nas Figuras (5.35a) e (5.40a), a homogenizagao das cores do divergente dos
campos, e uma aproximacao do valor 0.

Outro ponto interessante pode ser observado nos Campos 1 e 4, onde o divergente
é concentrado em partes especificas do campo, e tendem a ser pontos de sorvedouro.
Ha o surgimento de pontos de fonte, ou seja, divergente acima de 0 ao redor da zona
onde o divergente inicialmente estava concentrado. Essa caracteristica pode ser vista ao
se comparar as Figuras (5.15a) e (5.50a) com o estado inicial do campo, representados
nas Figuras (5.1a) e (5.4a). Contudo, mesmo com o surgimento desses pontos de fonte
nas bordas, o divergente é reduzido em seus pontos internos, caracteristica visivel pela
homogenizacao das cores em valores que tendem a 0.

Os resultados obtidos na proje¢ao do Campo 4 também sao notaveis. Esse campo
possui pontos de fonte em seu centro, onde o fluxo dos vetores é radial, e na transicao para
o fluxo rotacional dos vetores existem pontos de sorvedouro. Na projecao isotropica, que
pode ser vista na Figura (5.13a), os pontos de fonte sdo suavizados no centro do campo,
e passam a se concentrar nas bordas da zona onde estao os sorvedouros. No entanto, nas
projecoes anisotrépicas do Campo 4, que podem ser vistas nas Figuras (5.45a) e (5.50a),
as fontes do centro sao anuladas. Com isso, o fluxo no centro foi quase totalmente anulado.
Isso mostra que os algoritmos tenderam a anular esse fluxo no centro e nao redireciona-lo

como inicialmente era esperado.
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5.4.1 Valores Brutos
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Figura 5.54: Dados relativos ao Campo 1.
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Figura 5.55: Dados relativos ao Campo 2.
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Figura 5.56: Dados relativos ao Campo 3.
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Figura 5.57: Dados relativos ao Campo 4.
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5.4.2 Proporcoes entre Valores
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Figura 5.58: Proporcoes entre os Dados relativos ao Campo 1.
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Figura 5.59: Proporcoes entre os Dados relativos ao Campo 2.
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Figura 5.60: Proporgoes entre os Dados relativos ao Campo 3.
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Figura 5.61: Proporcoes entre os Dados relativos ao Campo 4.
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5.4.3 Reducgoes Obtidas
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Figura 5.62: Reducgoes obtidas em relacao ao Campo 1.
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Figura 5.63: Redugoes obtidas em relagao ao Campo 2.
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Figura 5.64: Redugoes obtidas em relagao ao Campo 3.
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Figura 5.65: Reducoes obtidas em relacao ao Campo 4.
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6 Conclusao

Neste trabalho foi desenvolvido um método que busca campos tensoriais utilizando a meta-
heuristica Simulated Annealing. Os campos foram gerados a partir de um campo vetorial
arbitrario e de um campo tensorial isotrépico. Durante todo o desenvolvimento do método
foram utilizados diversos campos vetoriais, diversas modificacoes foram realizadas nos
algoritmos, diferentes configuracoes de parametros foram testadas, e também diferentes
quantidades de iteragoes.

A partir dos resultados obtidos foi possivel observar que o método desenvolvido
tende a alterar significativamente os campos vetoriais originais e, em casos especificos,
até anular o fluxo dos vetores em determinada regiao do campo. Portanto, o emprego do
método pode nao ser desejavel caso o fluxo do campo tenha que se manter o mais fiel
possivel ao fluxo original.

Uma das principais limitagoes do método esta relacionada ao elevado custo com-
putacional, dado que para se obter uma reducgao significativa em relacao a projecao
isotropica, sao necessarias dezenas de milhares de iteracoes. As 30 mil iteragoes defi-
nidas como critério de parada para realizacao dos testes por exemplo, levaram cerca de 48
horas de execugao com pequenas variacoes entre os testes. O emprego de grandes malhas
pode tornar ainda mais proibitivo a utilizacao do método. Como uma possivel solugao
para a reducao do custo computacional, é possivel o desenvolvimento de um estado ini-
cial mais favoravel para a execucao dos algoritmos, dado que, neste trabalho, o ponto
de partida foi um campo tensorial isotrépico. Com esse ponto de partida as informacoes
relevantes do campo vetorial original, ou até de uma projegao isotrépica inicial, nao foram
aproveitadas para a construcao de um estado que proporcionasse um custo computacional
menor.

Com base nos resultados obtidos, é possivel concluir que o método proposto pode
obter um campo tensorial anisotropico de modo a reduzir significativamente o divergente
de um campo vetorial arbitrario utilizando a decomposigao anisotrépica de Helmholtz. No

entanto, é necessario um estudo mais aprofundado para que o método possa ser utilizado
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em aplicagoes praticas.
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